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Chapitre 1

Etudier la mécanique
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notes
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1 Etwdier la mécanique

1.1 Introduction
Structure
Chapitres
Histoire
Objectifs
Limites
Expériences

1.2 Calcul différentiel
1.2.1 Dérivées de fonctions
1.2.2 Dérivées de compositions de fonctions
1.2.3 Développements limités de fonctions

1.3 Calcul vectoriel
1.3.1 Repere direct
1.3.2 Produit scalaire
1.3.3 Produit vectoriel
1.3.4 Produit mixte
1.3.5 ldentité vectorielle

I Elusder s swtosndgues

Ces sous-titres ont été générés automatiquement ... ... Mesdames, messieurs, notes
bienvenue, bienvenue a I'EPFL, bienvenue a ce cours de physique générale, qui,
comme vous avez pu le voir, va étre consacré a la mécanique. D'ailleurs, vous avez
devant vous un systéme de masse variable dont on va discuter les tenants et
aboutissants au dixieme chapitre de ce cours. Alors, j'aimerais rapidement
présenter mon nom et Sylvain Breschet. Je suis physicien, théoricien, voire méme
physicien, mathématicien de formation. Donc, j'adore les mathématiques comme
vous, d'accord ? Mais j'ai aussi un go(it prononcé pour I'expérience, comme vous
allez pouvoir vous en rendre compte.
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1.1.1 Structure

14 chapitres (théorie, expériences, applid

14 séances d'exercices

10 séances de soutien dis le 9 octobre
Moodle (EPFL) : PHYS-101(f)

https -/ fmoodle.epfl.ch fcourse /view_php
Warm Up Mooc - EFFL

I'Ittr.l.":: W'-\"-\'.‘HW-!:.HI'I'I[JDE.EI"- COUrses fwar

Livre de cours
Meécanique
J.-Ph. Ansermet

Presses polytechniques universitaire

Alors, j'aimerais commencer par vous donner rapidement le contenu de ce premier notes
chapitre de cours qui correspond & ce premier cours, c'est-a-dire a cette premiére
journée de cours, d'accord ? On va d'abord ensemble voir une introduction au sujet,
a la physique en général, mais aussi a la mécanique en particulier. Je vous parlerai
un tout petit peu de la structure du cours, des aspects logistiques. On verra le
contenu de ce cours. Et bien s(r, il faut mettre la mécanique dans son contexte.
Donc, il est important de commencer par une petite présentation d'ordre plutét
historique. Et on parlera aussi ensemble des objectifs de ce cours et bien sir des
limites, puisque quand on présente un sujet, il a toujours ses limites. Lorsqu'on fait
un modeéle, et c'est ce qu'on fait en mécanique, différents modéles en fait, ces
modeéles ont des limites, d'accord ? Par exemple, si vous voulez décrire le
mouvement avec une vitesse trés élevée et que cette vitesse s'approche de la
vitesse a lumiére, le modéle de la mécanique d'inutilienne ne sera pas le meilleur
pour le faire. On va en parler en détail plus tard. Et bien sdr, ce qui est important,
voire méme essentiel, c'est de confronter la théorie a I'expérience. L'expérience fait
partie intégrante de la démarche, d'accord ? On a des modéles, ces modeles, on
veut les vérifier ou les infirmer. Il faut donc les confronter aux expériences pour voir
si ces modéles finalement sont corrects dans le contexte dans lequel on les décrit.
Et puis aujourd'hui, on va dans ce premier chapitre de cours voir des outils
mathématiques qui seront essentiels pour faire ensemble de la physique, d'accord ?
En réalité, lorsqu'on veut faire de la physique, je prends une analogie que j'aime
beaucoup, qui est celle d'un funambule. Imaginez que vous traversez le précipice
de lignorance sur un fil, d'accord ? En essayant, tant bien de mal, de rejoindre
l'autre
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rive, un pied aprés l'autre. C'est un exercice qui est perieux, c'est tout un art qu'on notes
va apprendre ensemble, et dans 'analogie, vous avez un pied qui représente
l'intuition physique, l'autre, la rigueur de la description mathématique. C'est un pied
apres l'autre, d'accord ? C'est déja perieux. Il faut une barre pour tenter d'avoir
I'équilibre, il faut une certaine approche systématique qui permet de réussir a faire
de la modélisation. Et donc, ce que j'ai envie de dire, c'est que si vous vous dites,
pour faire de la modélisation, il suffit de résoudre des équations mathématiques et
de mettre des constantes physiques la ou c'est nécessaire, ¢a serait comme de
traverser le fil sur un pied. Ca, c'est pas perieux, c'est carrément suicidaire,
d'accord ? Ou, a contrario, si vous vous dites, finalement, on fait des
mathématiques pendant toute la journée, alors, physique, on va y aller a l'intuition,
d'accord ? On va utiliser notre intuition physique, on va réussir a tout dégager
simplement en raisonnant. Et bien 13, c'est pareil, c'est l'autre pied que vous allez
utiliser, d'accord ? C'est tout aussi dangereux, c'est suicidaire également. Donc il
est absolument nécessaire, d'allier I'intuition physique a la description
mathématique, et c'est ¢a qui rend la modélisation physique complexe, d'accord ?
C'est pour ¢a que, souvent, en entendant les étudiants de premiére année, ce sera
peut-étre autre cas, dire, finalement, la physique, c'est compliqué. Oui, parce qu'il y
a, d'une part, la modélisation, d'autre part, la résolution mathématique. D'accord ?
Lorsqu'on fait de la physique, on veut décrire une évolution, un mouvement dans le
temps, d'accord ? Ce mouvement est en général décrit par des fonctions qui
dépendent du temps, qui dépendent de I'espace, d'accord ? Et clairement, les
grandeurs vont évoluer au cours du temps, c'est méme ce qui fait tout l'intérét de la
démarche. Si elle s'évolue, elle varie. Si elle varie, il faut voir comment elle varie, et
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comment elle varie localement dans le temps. Et donc pour décrire ceci, on a notes
besoin d'un outil tiré de l'analyse, qui est le calcul différentiel, on va ensemble voir
comment, dans un premier temps, on peut déterminer des dérivés de fonctions, on
aura besoin d'aller encore plus loin, puisqu'on va se retrouver face a une situation
ou on a des fonctions dont lI'argument est lui-méme une fonction. Par exemple, vous
avez un ressort, un oscillateur harmonique, qui va étre décrit par une sinusoid, que
ce soit un sinus ou un cossinus, dont I'argument sera lui-méme une fonction du
temps. Vous verrez comment on peut calculer ces dérivés de la composition de
fonctions du temps. On aura aussi besoin de développement limité. Si vous avez un
pendule qui est aussi, pour décrire la dynamique, vous avez besoin de faire des
projections. Notamment, la projection le long du mouvement va faire intervenir le
sinus d'un angle. On peut se poser la question, qu'est-ce qui se passe si I'angle est
petit ? Eh bien, si I'angle est petit, on va pouvoir exprimer le sinus comme un
polinome, et si il est vraiment petit, on pourra retenir le premier terme, qui est un
terme du premier ordre, et on aura une description, qui évidemment va étre celle
d'un oscillateur harmonique. Donc les développements limités seront eux aussi
essentiels. Ca, c'est pour I'analyse. On aura aussi évidemment besoin de
géométrie. Le mouvement, il a lieu dans I'espace. On va utiliser ce qu'on appelle
une droite orientée. Cette droite orientée, c'est un vecteur. Le concept de vecteur, je
suis conscient en mathématiques, va bien au-dela de la droite orientée. Méme des
polinomes peuvent faire partie d'un espace vectoriel ou des matrices également. On
aura l'occasion d'en reparler. On va définir un repére qui nous permet de définir des
produits de vecteur, un produit qui nous retourne a un nombre qui est le produit
scalaire, un produit
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i Ebwies la rrbcand

qui nous retourne a un vecteur qui est le produit vectoriel, pour les combiner notes
ensemble pour obtenir le produit mixte. On dégagera aussi une identité vectorielle
qui sera essentielle lorsqu'on voudra décrire ensemble les rotations.
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1.1.2 Chapitres

Introduction et outils mathématigues

Cinématique et dynamigue du point matériel

Frottements et balistique

Ozcillateur harmonique et mouvement circulaire
Coordonnées cylindriques, sphériques et rotations
Contraintes, puissance, travail et énergie cinétique

Energie potentielle, énergie mécanique et résonance

Loi d'action-réaction, collisions

Moment cinétique, moment de force et loi de la gravitation
Systéme de masse variable et référentiels accélérés
Dynamique terrestre, pendule de Foucault et syst. de pts matériels

Cinématigque ot dynamigue du solide indéformable
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Solide indéformable avec un axe fixe et gyroscopes

a

Mécanique classique et mécanigque quantigque

| Elsder s ssroariquer

Commencons tout de suite par la structure de ce cours. Je vois une petite erreur. notes
C'était 'année passée que les séances de soutien commencaient le 9 octobre. ||
s'agit cette année du 30 septembre. Ce cours sera divisé en 14 chapitres, un par
semaine. C'est assez facile a se souvenir. Dans ce cours, on verra ensemble
essentiellement de la théorie avec des expériences, je dirais plutét dans les trois
premiéres périodes du cours, le matin. Et I'aprés-midi, on aura une heure
d'application de cours ou on va plutdt voir des exemples particuliers d'applications
de la théorie vu le matin. Parfois, on en verra aussi le matin et parfois on aura aussi
des éléments théories I'aprés-midi. Mais grosso modo, c'est comme ¢a que le
temps sera divisé. |l y aura également 14 séances d'exercice, méme si la derniére
sera un examen blanc en condition pour I'examen final du mois de janvier. Vous
aurez 10 séances de soutien qui auront lieu le soir, quand on a lieu le lundi soir, &
partir de 18h jusqu'a 19h30. Et ces séances de soutien commenceront donc le 30
septembre, a savoir dés la 4e semaine de cours. Pour vous rappeler au niveau
mémotechnique, c'est quand on abordera ensemble l'ossiateur harmonique. C'est
la semaine de l'ossiateur harmonique que vous aurez la premiére séance de
soutien. Il y a également un lien vers le site Moodle de secours. Et j'aimerais vous
recommander de jeter un coup d'ceil au Womocmuk, qui reprend les notions qui
seront présentées ces deux semaines, en allant vraiment dans des détails qui sont
plus importants que ceux qu'on verra ensemble ici et maintenant. Le livre de cours
a été écrit par mon collégue. On a co-écrit ensemble un autre livre de cette méme
édition, qui est le livre de thermodynamique. Et il a aussi écrit le livre de mécanique,
que vous retrouverez au presse politique de I'Ecurie-Merci-Romande, c'est-a-dire &
EPFL presse. Vous avez
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une série d'exemplaires qui se trouvent a la bibliotheque du Rolex, une dizaine notes
d'exemplaires, donc dépéchez-vous d'aller en récupérer un. Et sinon, il y a encore
une autre possibilité, c'est d'accéder au contenu de ce livre directement sur le site
Moodle du cours. Vous avez trois liens vers les trois parties du livre que vous
pouvez consulter sans devoir nécessairement I'acheter. Mais je vous le
recommande, c'est une bonne acquisition. Je vois qu'il y a des personnes qui sont
encore debout a l'arriére de I'auditoire. Alors n'hésitez pas a venir devant. Il y a ici
une table, donc je peux vous la mettre & disposition. Voila, il y a de la place pour
vous. ll'y en a une de l'autre c6té, comme j'aurai pas besoin des reperes qui sont
ici, c'est aussi une possibilité, vous pouvez la aussi prendre place. Voila.
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1.1.4 Histoire - mécanique

@ Mécanigue (grec “Mryarusg”)

» Equilibre (statique)
s Mouvement (dynamigque)

+ Déformation

@ Etude de la mécanique

» Raison historique

« Raison méthodologique
et pédagogique

I Elusder s sstosndque

notes

résumé

- 1 - Etudier la mécanique



https://api.cast.switch.ch/p/113/sp/11300/playManifest/entryId/0_go18gkkg/format/download/protocol/https/flavorParamIds/0?st=562

1.1.4 Histoire - mécanique
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» Equilibre (statique)
s Mouvement (dynamigque)

+ Déformation

@ Etude de la mécanique

» Raison historique

« Raison méthodologique
et pédagogique

I Elusder s sstosndque

€galement s'intéresser au phénomene passionnant de la résonance avec des notes
applications époustouflantes, vous en aurez une dans quelques instants, d'accord ?
La huitieme semaine, on fera de la physique sociale, puisque la physique était une
physique d'autiste, d'un point de matériel tout seul dans l'univers, d'accord ?
Ensuite, on va faire interagir ces points matériels avec la loi d'action et de réaction
qui va nous permettre de décrire les collisions. Et puis, la neuvieme semaine, on
introduira la notion de moments cinétiques, de moments de force pour pouvoir
traiter la loi de la gravitation universelle. Et on va adopter ensemble une démarche
qui éproche le sel que le grand Newton a lui-méme adopté pour découvrir cette loi,
d'accord ? La dixieme semaine, vous verrez les systemes de masse variables,
d'accord ? Et on parlera ensemble du mouvement relatif qui se décrit dans des
référentiels d'accélérer. C'est la que des mots que vous avez peut-étre déja
entendu comme la force centrifuge, la force de coriolisse, d'accord ? On va
intervenir dans la description. Pour l'instant, il ne faut pas s'y intéresser, ¢a viendra
bien assez t6t, ne vous inquiétez pas. On verra également que le mouvement de la
dynamique a la surface de la Terre, lorsqu'on tient compte de la rotation de la Terre
autour de son axe, est un mouvement relatif. Et on peut mettre en évidence la
rotation de la Terre sur son axe, en regardant le mouvement d'un pendule, d'accord,
du plan de situation d'un pendule au conductin. C'est le fameux pendule de
Foucault, dont on parlera au chapitre XI. On verra également comment on peut,
grace a ce mouvement relatif, expliquer des phénoménes passionnants, comme les
bases de la météo, d'accord ? On étendra notre discussion un systéme de pends
matériel, et lorsqu'on aura fait ceci, on sera alors en mesure de passer, je dirais, au
dessert de secours, étre s'intéressé a la dynamique et a la
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interprétation de type ingénierie. On aimerait faire fonctionner pratiguement une notes
machine, une machine comme par exemple ce moteur thermique, méme si celui-ci
est en train de devenir gentiment dézué, surtout aprés la décision pris par I'Union
Européenne, de les bannir dans quelques années. Cela dit, lorsqu'on regarde la
mécanique, il y a si vous voulez trois branches de la mécanique grosso modo, il y a
la branche de la mécanique qui étudie les états d'équilibre, on parle de statique, on
va s'y intéresser un tout petit peu, mais ce a quoi on va vraiment s'intéresser c'est
I'étude du mouvement, la dynamique. Puis on parlera un tout petit peu de la
déformation, si vous prenez un ressort par exemple, vous tirez [égérement sur le
ressort, lorsque vous le relachez il va reprendre sa position initiale. On a une
déformation élastique, la déformation n'est pas irréversible, c'est réversible, vous
revenez en arriere. En revanche, si vous prenez votre ressort sur tout ce qui est
assez mou, vous tirez suffisamment dessus, lorsque vous le relachez, il va prendre
une position, c'est-a-dire que I'état final du ressort va étre déformé par rapport a
I'état initial. Donc 1, il y a une irréversibilité, il y a une déformation plastique dans la
matiére dont on ne va pas parler, puisque c'est assez compliqué a traiter sur le plan
mathématique. On peut le faire, mais ca dépasse le cas de secours. Bien
maintenant, la deuxiéme question, pourquoi est-ce qu'on commence |'étude de la
physigue par la mécanique ? Il y a une raison historique a cela, si vous prenez les
perfondateurs de la science moderne, prenons par exemple Kepler, Newton et
d'autres, qu'est-ce qu'ils ont fait ? lIs se sont intéressés au mouvement des astres
dans les cieux. Ce mouvement des astres, c'est la base méme de la mécanique.
C'est ce qui avait de plus intuitif, ce qui avait de plus évident. S'ils ont fait ca a
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I'époque, il y avait bien des raisons a cela, et donc on va s'en inspirer et faire pareil. notes
Et puis il y a une raison pédagogique qui est directement li€e a la raison historique,
le fait que les phénoménes qu'on voit en mécanique sont trés intuitifs, on peut se
les représenter facilement. On tire sur un sort, on relache, on a un pendule qui
aussi. On peut regarder ce qui se passe, lorsqu'on a un objet gu'on va lancer en
I'air, si je prends par exemple une craque, je la lance, vous imaginez tout ce qu'il y
aura un mouvement, une trajectoire qui sera décrite par une parabole. Tout ¢a, c'est
assez clair, c'est facile a modéliser, enfin, ¢ca dépend, mais c'est plus facile a
modéliser, disons,
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1.1.4 Histoire - Aristote et Galilée

Aristote
384 — 325 av. J.-C.

Dichotomie : mouvement parfait des corps
célestes «+ mouvement corrompu des comnps
terrestres

Méthodologie non-scientifique :
pas d'interaction entre théorie et expérience

Galilea Galilei
1564 — 1642

Expérience : interroger |a nature
[méthadalogie scientifique)

Théorie : langage mathématique

I Elsder s swtosndque

gue d'autres phénoménes, comme par exemple I'électromagnétisme, qui sont notes
nettement plus abstraits, d'accord, nettement moins intuitifs, mais avec des
équations qui sont d'autant plus belles au niveau mathématique derriére. Bref, on
va commencer parce qu'il y a plus simple, donc on va commencer par la
mécanique. Au coceur méme de la mécanique, la physique en général, le concept
essentiel, c'est le concept de loi. C'est quoi une loi ? C'est une relation de cause a
effet, d'accord ? C'est relation de cause a effet et elle est décrite dans I'engagement
des mathématiques, et c'est pour ¢a que c'est essentiel de comprendre les
mathématiques. Alors je le dis chaque année, je vais me répéter cette année
encore, je n'ai qu'un regret, c'est de n'avoir pas fait suffisamment de
mathématiques, d'accord ? Donc c'est important de faire des maths, vous ne
pouvez jamais en avoir fait assez. C'est I'outil par excellence pour tout comprendre,
d'accord ? Que ce soit l'ingénierie, que ce soit la finance, que ce soit la statistique,
gue ce soit un modéle de population, c'est vraiment I'outil de la logique, c'est I'outil
de la non-contradiction.
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1.1.4 Histoire - Kepler

Johannes Kepler
1571 — 1630 Mécanique céleste : 3 lois
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Alors, revenons maintenant un petit peu en arriére, revenons au temps des grecs,
au Ve siécle avant notre ére. Parlons un tout petit peu d'Aristote, Aristote était le
disciple de Platon, d'accord ? Platon a basé sa philosophie sur la dichotomie entre
le monde des idées, le monde idéalisé, le monde parfait, d'accord ? Le monde
mathématique, si vous voulez, d'une certaine maniere, d'accord ? Une dichotomie
donc contre ce monde-la, et le monde réel, le monde corrompu, le monde
contagiant dans lequel on vit, d'accord ? Alors, cette dichotomie philosophique
présente chez Platon a évidemment transpiré dans les travaux de son disciple,
d'Aristote qui a piqué ceci a I'étude de l'univers qui nous entoure, d'accord ? Et
donc, Paulie s'est dit que la dichotomie se retrouve entre le mouvement parfait des
astres dans les cieux et le mouvement corrompu, le mouvement pas fiable, d'accord
? Des corps terrestres a la surface de la Terre, d'accord ? Donc clairement, pour
Aristote, si vous lachez une pomme que vous la faites tomber, ¢a n'a strictement
rien a voir et ca ne peut pas étre mis en lien avec le mouvement, par exemple, de la
Lune autour de la Terre, d'accord ? Ou un autre mouvement d'un astre dans les
cieux, d'accord ? Pourquoi ? Parce que les mouvements qui se passent a la surface
de la Terre sont sujets aux caprices des dieux du Panthéon, d'accord ? Donc si
vous voulez, le probléme de I'approche d'Aristote, c'est que Aristote n'a pas essayé
de confronter la nature, d'accord ? Non, il a imposé a la nature ses pré-supposeés
philosophiques et ¢a, c'était une grave erreur, d'accord ? Il n'y a pas d'interaction
possible entre I'expérience et la théorie, puisque la théorie est parfaite, I'expérience
n'est pas fiable, d'accord ? Or, cette interaction, c'est dialectique entre la théorie et
I'expérience, elle est centrale dans I'approche et la méthodologie scientifique,
d'accord ? Donc c'est

notes
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Galilée a montré que le mouvement naturel d'un corps est un mouvement qui a lieu notes
en ligne droite a vitesse constante, d'accord ? Et Saint, c'était un trait de génie. Ca
parait évident pour nous aujourd'hui, ¢a I'était beaucoup moins I'époque, on n'en
parlera plus en détail la semaine prochaine. Saint, c'était une attaque frontale du
paradigme Avristotilécien parce que pour Aristote, il y a deux types d'Etat. Il y a I'état
de repos et il y a I'état de mouvement. Si un objet est un mouvement forcément qui
a une interaction extérieure, on parlerait de force aujourd'hui qui agit sur I'objet.
Galilée dit non. Si le mouvement est un mouvement naturel, un mouvement &
vitesse constante, il n'y a pas de force exercée sur I'objet. Et ¢a, c'était la clé du
probléme. Ensuite, en interrogant la nature, un contemporain de Galilée, Copernic,
a compris que le modéle géocentrique était faux, que la Terre n'était pas le centre
de l'univers, donc si on prenait le voisinage de notre univers, le voisinage local, ce
qui est au centre, c'est le Soleil dans notre systéme solaire, évidemment que les
planétes gravitent autour du Soleil. Alors c'est évident pour nous aujourd'hui, ¢ca
I'était beaucoup moins a I'époque. Il y a eu cette transition du paradigme
géocentrique vers le paradigme éliocentrique. Alors ¢a a beaucoup intéressé un
astronome de I'époque, un astronome d'anois, Ticobraé, qui a repéré de maniére
minutieuse le mouvement des planétes autour du Soleil. Et puis son assistant, qui
lui avait une fibre de théoricien, on pourrait dire aujourd'hui de mathématicien,
Johannes Kepler, a fait un modele théorique basé sur les observations
expérimentales de Ticobraé, son maitre. Et il est arrivé a trois conclusions qui ont
donné eu a trois lois. La premiére d'entre elles, c'est la fameuse loi dite des orbites.
Si vous prenez une planéte comme par exemple la Terre, dans son mouvement
autour du Soleil, et bien son
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mouvement va se faire selon une trajectoire élyptique. On l'a tous entendu au lycée, notes
au college de gymnase, mais a I'époque c'était pas une évidence, pourquoi ? Parce
gue dans la logique d'un paradigme aristotélicien, le mouvement d'un astre dans le
ciel devait étre un mouvement parfait et donc la trajectoire devait nécessairement
étre circulaire. Et puis si vous regardez cette image, elle est trompeuse, je vais vous
dire pourquoi. Le Soleil occupe I'un des foyers de I'ellipse, ¢a aussi c'était une
révolution, elle n'est pas au centre. D'accord ? Alors il y a un deuxiéme foyer qui est
symeétrique. Maintenant si vous regardez ce qu'on appelle I'excentricité de I'ellipse,
vous divisez, vous prenez le rapport disons de la distance qui sépare les foyers,
gue vous divisez par le grand axe. Et vous avez, a vue d'eil, a la louche, d'accord ?
Une valeur qui est & peu prés égale, a 3 quarts, 75%. D'accord ? Grosso modo.
Alors maintenant, si vous regardez les orbites des planétes autour du Soleil,
I'excentricité, elle n'est pas de 75%, elle est de quelques pour cent. Si je vous
donne une orbite elliptique avec une eccentricité de quelques pour cent, les deux
foyers sont trés trés proches. Suffisamment proches d'ailleurs pour qu'a I'ceil nu, si
vous regardez la trajectoire, vous ayez l'impression que cette trajectoire est un
cercle, ce qui a rendu le jeu d'autant plus complexe. Et donc il fallait que les travaux
de Ticobrai soient trés trés minutieux, et derriere il fallait que qu'ils plairent et
confiance dans la qualité des résultats Ticobrai. Donc a sa place, j'aurais pris ceci
pour une erreur de mesure et j'en aurais compris que la trajectoire était circulaire, la
physigue se serait arrétée la. D'accord ? Non, non. Que pleurs étaient-tu ? Et il avait
raison d'étre, puisque ceci a conduit a cette loi remarquable des orbites. Il y en a
une autre qui est la
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loi des airs. Alors pour ce faire, il faut imaginer que le plan du systeme solaire qui notes
est ici est, disons, un parbrisse de voiture, d'accord ? Et vous imaginez maintenant
gue vous avez un essuie glace télescopique qui est ancré au niveau du Soleil et
dont I'extrémité pointe sur la planéte, par exemple, sur la Terre. Et comme il est
télescopique, il va suivre la Terre dans son mouvement. Ce faisant, il va balayer la
surface du parbrisse du plan du systéme solaire. D'accord ? Et vous avez des airs
balayés, etc. Les voici. Et ce qu'affirme la loi des airs, c'est que I'air balayé par unité
de temps est une constante. Et donc, si la planéte est plus proche du Soleil, elle va
se déplacer plus vite que si elle est plus éloignée pour que l'air balayé par unité de
temps soit constante. Parle de vitesse aérolére. On en parle en détail au chapitre 9
de ce cours. D'accord ? La derniére loi qui est sortie a la loi des périodes, qui est
absolument remarquable, puisqu'il a réussi a l'aide de points disposés sur une faille,
a trouver que le carré de la période de rotation divisé par le cube du demi grand
taxe devait étre une constante. D'accord ? Et c'est ces trois éléments pris ensemble
qui ont permis ensuite & Newton d'en dégager la loi de la gravitation universelle
avec une force qui est proportionnelle & l'inverse du carré de la distance.
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Alors justement, Newton parle en uns. Caffeine Newton. Newton, il a fait quelque
chose de remarquable. Il a terminé le travail qu'a initié Galilée. Donc, dans un
paradigme Aristotélicien, il y a une dichotomie entre la mécanique céleste et des
expériences peu fiables qui auraient lieu a la surface de la Terre. Newton a compris
gue ce n'était pas le cas. Que le mouvement des astres dans les cieux devait étre
de méme nature que le mouvement des corps a la surface de la Terre. Alors
évidemment, quels aspects qui ont trait & la Iégende ? La légende veut qu'il était
probablement assis sous un pommier. Ca pourrait étre ce pommier-la, je vous dirais
pourquoi dans quelques instants, et qu'une pomme lui serait tombée dessus. Et que
14, il aurait compris que l'accélération que subit la pomme est de méme nature, que
l'accélération que subit la Lune autour de la Terre, seulement comme la Lune a une
vitesse suffisante, elle tombe en permanence mais ne parvient jamais a tomber sur
la Terre. Et donc, elle tourne, elle est satélisée autour de la Terre. Mais
fondamentalement, le mouvement doit étre le méme et ¢a, c'était la clé de I'énigme.
Donc il a réconcilié la physique dans les cieux et sur la Terre, et ¢ca donnait lieu aux
trois lois fondamentales de la mécanique céleste. Il a fait ceci dans son fameux livre
intitulé Philosophier Naturalis Principia Mathematicale et principe mathématique de
la philosophie naturelle. La philosophie naturelle, si vous voulez, est une description
phénoménologique des lois de la nature. Et quand on parle de principe
mathématique, on parle évidemment de modélisation mathématique de phénomeéne
naturel. C'est exactement ce qu'on va faire ensemble.
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Alors, cet ouvrage qui a été écrit en latin par Newton, qui plus tard a été traduit par
la marquise du Chatelet en frangais, Cet ouvrage contient donc une description de
ces trois lois et on pourrait se dire qu'il doit quand méme y avoir un certain nombre
d'équations qui décrivent les lois et qui décrivent peut-étre ce qui en découpe.
Alors, qui d'entre vous pense ici que dans cet ouvrage, il doit y avoir, méme s'ily a
I'époque ou il y avait moins d'équations écrite qu'aujourd'hui, il doit y avoir une
dizaine d'équations. Levez la main. Il y en a un ou deux qui tentent. Ok. En fait, il y a
moins d'équations que ca. Aussi étrange que ¢a puisse paraitre. Il y a quand méme
trois lois qui pensent donc qu'il y a trois équations. Et c'est trés économique. Une
par lois, dans ce livre. Levez la main. Ah, il y a des gens qui sont timides. Ils ont
raison de |'étre, puisqu'il n'y a aucune équation. Dans les principales
mathématiques, tout est écrit en termes de proportion. Tout est écrit de maniére
symbolique. Et en fait, c'est intéressant. Pourquoi ? Parce que si je vous écris une
équation ou vous connaissez tous, f est gal m a, ¢a ne veut strictement rien dire si
VOUS ne savez pas ce qu'est m, ce qu'est a, ce qu'est f et comment I'éreux. Donc, la
signification en physique des équations n'est pas simplement dans I'écriture
symbolique mathématique. Elle est dans le sens qu'on attribue aux différents
grandeurs qu'on utilise. Alors, Newton était confronté au probléme suivant. Il a donc
écrit des équations qui font intervenir par exemple des grandeurs et leurs variations
au cours du temps. Typiquement la dérivée temporelle de la quantité de
mouvement avec par exemple la quantité de mouvement. Alors, face a ce probléme
d'avoir des grandeurs et leurs dérivées temporelles qui apparaissent, il fallait
résoudre
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ces équations pour trouver la solution. Bon, alors, la solution n'existait pas.
Kaffen-Newton, c'est simple pour Newton. Il a simplement inventé I'outil
mathématique qui permet de les résoudre. Donc, il a posé les bases du calcul
différentiel et intégral. Je veux dire qu'il I'a fait en paralléle avec Gottfried Leibniz,
gue vous connaissez probablement trés bien ou surtout vous connaissez sa
notation. Vous avez tous vu quelque chose qui ressemble a ¢a. Qui est le symbole
intégral. C'est le vieux S allemand. C'est le symbole Somme. C'est une Somme
continue. D'accord ? C'est la notation de Leibniz qui a été pérennisée non celle de
Newton, mais Newton a aussi fait le travail. D'accord ? Et vu qu'on a eu le Covid il y
a quelques années, je me permets quand méme de mentionner que Newton a
développé ces trois lois, les a découvertes durant un confinement, da a la grande
peste qui a sévue sur I'Angleterre a I'époque, donc comme quoi méme le
confinement peut avoir du bon. D'accord ? L'exemplaire des Principia Mathematica
gue vous voyez ici est un exemplaire que vous pouvez admirer si vous allez un jour
a Cambridge. Vous avez ici la Ren Library du Trinity College, d'accord ? Et en
intérieur vous avez au centre un meubles en bois, d'accord ? Avec un verre. Et
dessous vous avez cet exemplaire original des Principia. Et ce que vous ne voyez
pas c'est qu'ici a droite, vous avez une petite boucle de cheveux doré qui avait
appartenu a Isaac Newton qui ressemblait un petit ange quand il était enfant.
D'accord ? Newton avait I'habitude de se balader a travers le Trinity College, alors a
I'époque il y avait de la terre battue. Et on demandait aux étudiants s'ils voyaient
des pétissines cabalistiques qui étaient, si vous voulez, tracées avec un baton a
méme la terre, de ne surtout pas marcher dessus pour ne pas effacer I'héritage de
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Newton, d'accord ? Donc la il fallait qu'il se déplace sur la plouze. Pourquoi je vous
raconte ¢a ? Parce qu'aujourd'hui c'est le contraire. Vous n'avez pas le droit, si vous
étes étudiants, de marcher sur la plouze. C'est un privilege qui est accordé
uniquement aux membres des faculty members, c'est-a-dire aux staff académiques,
d'accord ? Est-ce que c'est tenable sur le plan physique ? Non. Bon, ¢a c'est une
autre histoire, je pourrais vous raconter une anecdote a ce sujet, je vais faire vite.
Une fois j'étais couché sur la plouze du Trinity College, il y a un portier qui vient
avec son chapeau melon et qui me dit voila, j'ai pas le droit d'étre couché, c'était un
beau jour d'été, j'ai pas le droit de le coucher sur la plouze. Et 1a je lui ai fait une
petite théorie en disant que certainement comme lui il était debout, la pression qu'il
exercait avec ses pieds était beaucoup plus grande que la pression que j'exercais
moi-méme sur la plouze, donc il en dommageait beaucoup plus que moi. Il a pas
voulu comprendre, j'ai d0 lui me lever et quitter les lus. Bon, j'aimerais vous raconter
une autre anecdote. Vous avez ici une chambre d'étudiants célébres puisque c'est
la chambre ou avait séjourné Isaac Newton lui-méme, d'accord ? Et la tradition veut
gue le meilleur étudiant en section de mathématiques, puisque c'est en
mathématiques, dans le département de mathématiques et de physique théorique,
d'accord ? Que se trouvent les meilleurs étudiants. Et donc c'est un étudiant
mathématicien, celui qui a la meilleure note,

notes
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1.1.5 Objectifs

Modéliser conceptuellement un phénomé
physique

Transcrire mathématiquement le modéle
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systéme d'éguations

Apprendre & connaitre les limites des
modeles et des théories

Développer un savair-faire par la résolutic
de problémes

Adopter une approche systématigue

Maitriser les outils mathématiques dans |
contexte de la physique

Découvrir les mathématiques par la
physigque
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qui a le droit de choisir la chambre qu'il occupera la deuxieme année et la tradition notes

veut, qu'il occupe cette magnifique chambre qui donne justement sur I'abre qui est
ici. Evidemment que c'est pas le pommier de I'époque, mais c'est peut-étre I'un de
ses descendants qui sait, d'accord ? On n'a pas la réponse a la question, mais on

peut lI'imaginer.
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Voila. Alors, j'aimerais vous parler un tout petit peu des objectifs de secours,
d'accord ? Le premier objectif, c'est de modéliser conceptuellement un phénomene
physigue. Modéaliser, c'est idéaliser. Idealiser, c'est sacrifier, d'accord ? Il faut
sacrifier ce qui est accessoire et se concentrer sur ce qui est essentiel dans un
modeéle. Alors c'est justement ¢a qui est difficile, c'est de faire la part des choses,
d'accord ? De distinguer I'essentiel de l'accessoire, de savoir quand on peut par
exemple négliger le frottement et quand on peut pas le faire, d'accord ? Et c'est
tard, on va la prendre ensemble. Et c'est pour ¢a qu'il est utile et méme
indispensable de faire des exercices, d'accord ? Et de résoudre des problémes.
Donc il faut, pour pouvoir trouver les solutions d'un probléme, transcrire
mathématiquement le modéle physique qu'on a posé, d'accord ? Et ensuite il faut
appliquer des lois physiques. Et ¢a, ¢a va donner lieu a des équations
différentielles, dans un premier temps vectoriel, qu'on peut projeter sur des axes de
coordonnées. On aura une série d'équations différentielles scalaires qu'il faudra
alors résoudre, d'accord ? Peut-étre dans un cas simple, puisque dans le cas
général, c'est souvent difficile a faire, d'accord ? Donc c'est important de mettre
l'ouvrage sur le métier, de faire les choses proprement, d'accord ? Et de résoudre
ces exercices. Il ne suffit pas de regarder le corrigé en disant, j'y compris, d'accord
? Puisque I'examen, ¢a ne suffira pas, puisque vous serez face a des problemes
différents, mais similaires. Et donc il faut surtout, surtout pas apprendre par coeur.
Soyez paresseux dans le bon sens, je me permets de le dire. Ce que je veux dire
par la, c'est qu'il faut comprendre pour éviter d'apprendre. C'est ¢a le mot d'ordre,
d'accord ? Et c'est ¢a qui nous sera utile par la suite, c'est votre compréhension
plus en que la prise de sentissage. Si vous voulez apprendre par
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coeur ce gqu'on vous enseigne, il y a de trés bons cours qui se sont dispensés a notes
guelques centaines de meétres de cet auditoire, d'accord ? Ou la vous avez
l'occasion d'apprendre les choses par coeur sans forcément les comprendre. Mais
ici on essaye de faire le contraire, d'accord ? Voila. Alors, il faudra apprendre a
connaitre les limites des modéles et des théories, d'accord ? Si vous avez une
vitesse qui est trés élevée, la physique classique, la physique Newtonienne, ne
permettra pas d'écrire ce qui se passe, il faudra passer a une description relativiste.
On ne va pas le faire ensemble, on n‘aura pas le temps de le faire, d'accord ? Si
vous voulez décrire un mouvement a toute petite échelle, celui d'un électron,
d'accord ? Autour, par exemple, d'un noyau, un noyau donné par le proton, dans le
modeéle de I'atome d'hydrogéne, eh bien la description classique ne suffira pas. La il
faut une description quand il n'en parlera la derniere semaine, d'accord ? Donc ce
gu'on veut faire ensemble, c'est développer un savoir-faire. Le but, c'est pas de
trouver l'astuce qui permet le plus rapidement d'arriver a la solution, méme si c'est
intéressant. Le but, c'est d'avoir une sorte de 4-4 physique, d'accord ? Un
tout-terrain, une approche générale qui vous permet, dans la jungle de I'examen, de
vous en sortir, d'appliquer des techniques connues en terrain inconnu, d'accord ?
Pour arriver a la solution. Et donc vous verrez dans la structure méme des corriger
des séries d'exercices, vous avez un lite motif, une sorte de mantra, une approche
systématique qui va transparaitre, et c'est cette approche qu'il faudra maitriser le
jour de I'examen, d'accord ? Il faudra évidemment maitriser un certain nombre
d'utils mathématiques pour pouvoir résoudre des problémes physiques. Alors
parfois, il y a des outils mathématiques que vous n'aurez pas encore vus. Par
exemple la résolution d'équation différentielle, vous allez la voir dans
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1.1.6 Limites

@ Mécanique classique : théorie universelle

Hensi Poincaré fim AVII® siecle — hin XIA"° siecle
1854 — 1912

fim X" sigcle et début XX" siécle

@ Théorie du chaos :
Poincaré 1559 et Lorenz 1960

@ Relativité restreinte :
Einstein 1905

@ Meécanique quantique :
Schrodinger, Heisenberg 1925

@ Mécanique classique : remise en cause

Déterm e - Marquis de Laplace a I'Empereur Mapoléon Bonaparte

Sire, donnez-moi les conditions initiales et je vous prédirai I'évolution du
mande

I Ehsder s swyandguer

ce cours avant de la voir en maths. Il y a aussi des concepts comme le gradien qui
seront introduits avant qu'elles soient au 2eme semestre en mathématiques. Ne
vous inquiétez pas, je vais faire ceci gentiment avec vous, ¢a sera tout a fait
compréhensible spécialement pour des mathématiciens, d'accord ? Et ¢a sera
ludique d'ailleurs de voir ce qu'on peut en faire.

notes
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Bien, la mécanique classique, la mécanique newtonienne, a triomphée durant
environ deux siécles, d'accord ? Son universalité a été remise en cause, d'accord ?
Méme si son domaine d'applicabilité est toujours encore trés important, voire
immense, d'accord ? Son domaine d'applicabilité a été remise en cause a la fin du
19e siécle et au début du 20e siécle par trois grandes révolutions, d'accord ? Donc,
on va parler apres la pause, puisque j'aimerais maintenant passer la parole a
quelqu'un qui va vous parler de quelque chose d'intéressant. Vous allez pouvoir
dans cette classe faire, disons, étre les cobets, d'une étude sur lI'enseignement,
d'accord ? L'enseignement dans le cadre des cours de physique. Donc je passe la
parole & Stanislas Erkovich. Merci beaucoup.

notes
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. Comprendre
=== la 1% année
- alEPHL

Une initiative de la
Vice-présidence
académigue pour
mieux comprendre les
facteurs de réussite et
d'abandon en lére
année 3 I'EPFL

Merci. Parfait, merci. Donc il faut alors...
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"L Comprendrela
1ére année a I'EPFL

Une annee charmiere ...

® De 'école a 'université
®  Nouvelle organisation
® Nouveaux camarades

Une année difficile ...
® |n taux d'échec et d'abandon

Le but de la direction academique:

®  Mieux comprendre les facteurs de
réussite et d'échec

® Pour aider les genérations d'étudiant-
es futur-es

Comment:

® Une étude centrée sur;
= | e sentiment de bien-étre

0,
proche de 50% * Le sentiment d'appartenance
*  Le sentiment d'efficacité
* Les siratégies d'aide
Bonjour & tous et a toutes. C'est seulement pour faire une petite présentation d'une notes

initiative de la page de la vice-présidence académique. Ca s'appelle « Mieux
comprendre la premiére année ». Vous avez déja di recevoir une email soit de
SAC, soit de la vice-présidence académique, pour vous informer un petit peu sur
ces dispositifs. Mais aujourd’hui, je vais mentionner seulement en cing minutes

cette petite présentation, I'idée générale.
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d'automne
— ®/ i e../
démagraphiquas
Hﬂm@)
: - WOHF
Semestre 51 | 52 | 53 | =4 | 55 | 56 | 57 | 58 | =8 510 | 511 | 512 | 513 | 514
de printemps Examens
../ ®..) M-
. BAAE BAAE
Et vous demandez si vous étes intéressés. Donc bien s(r, il n'y a pas besoin de notes

répondre maintenant. Donc l'initiative s'appelle « Mieux comprendre la premiére
année a I'EPFL ». On sait que c'est une année trés compliquée, trés charniére. lly a
un taux d'éché malheureusement des hauteurs des 50%. Donc le but de cette
initiative, c'est justement pouvoir comprendre un peu mieux le facteur qui intervient
dans la réussite et dans I'échec. Et aider bien sir les générations d'étudiants
étudiants et futurs. Donc c'est une étude centrée sur ces quatre axes, donc les
bien-étre, I'appartenance, l'efficacité et les stratégies d'aide.
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=L Comment participer ?

e B W T & 4 A e m -

Vous avez regu un email cette semaine:
“Mieux comprendre la premiére année”.

e Lisez |a feuille d'information
« Cliquez sur le lien pour vous inscrire

Conditions:
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Lmewmmtnmwmumm

J ok un et das =30 rmmwten) Crmsin, qustre = N o
::_T::_ T LGP * Vous étes totalement libre de participer
e e b o P B o Vi RS o s Fuiy e Vos données sont confidentielles
S S L « Vos données sont anonymisées
Por paricpe, wivar on beec Abandoms ol rieasfe i e premiee snnds Je EPTL. W P
R « Vos enseignant-es n'ont pas acces a vos
b Uredices aof chy e e sl CLRDUS R N s & ¥ B4
e e e et réponses ni au fait que vous participez
Ve oo o ot pre e o et 4 4 son e do e Vous pouvez vous retirer a tout moment

bloroi o wolre bkt ©

S Posez vos questions & Patrick.Jermann@epfl.ch

Et les déroulements vont étre sur une année académique compléte. Donc vous notes
voyez ici qu'il y a certains types d'étapes. Les personnes qui acceptent et justement
participent a cette étude doivent répondre des questionnaires tous les longs de
l'année académique. Marquer ces longs, donc aujourd'hui on est la semaine 1. Et la
semaine prochaine déja, on débute avec quelques questions démographiques.
Aprés il y a des questions des raisonnements mathématiques, ¢a prend une heure.
Donc vous voyez, la premiére c'est trois minutes. Les questions math c'est plutét
une heure, il faut répondre ca en l'effet sur internet. Mais c'est compté la quantité
d'heure. Et c'est payant, donc on paye 3 francs et la participation et ¢a c'est décalé
en deux morceaux. Donc c'est étalé dans une premiére fois. Dans France vous
voyez aprées plus ou moins les questions sur math et aprés la fin de I'année
académique différentes de plus. Et BAAE c'est bien-étre, appartenance, aide et
efficacité.
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=" Joignons nos forces

224

Frof. Kathryn Hess Prof. Pierre Dilenbourg Vous !
Vice-présidente associée  vice-président associé Etudiant-gs de 1ére année
pour les affaires pour l'éducation
estudiantines et 'outreach e
Votre participation
Une initiative de la direction académique pour: e Vous participez & améliorer 'école
e mieux comprendre le systéme ¢ 90 minutes de votre temps
e améliorer la formation e 30 CHF payés en deux fois
_ (octobre 2024 et juin 2025)
Questions &t gestion:
. !
Vous pouvez bien s(r arréter, comment participer peut-étre, je veux dire, les choses notes

gue j'ai dit aprés. Donc vous avez d( recevoir un courrier justement cette semaine
qui s'appelle mieux comprendre la premiére année. Vous pouvez lien, il y a un lien
qui est marqué « Feu et d'information » si vous cliquez la-dessus ¢a vous raméne
sur un pachoir beaucoup plus d'information. Sur les déraoulements et les
fonctionnements par exemple. Mais quelque chose que je peux mentionner c'est
gue bien sir la participation est complétement libre. Toutes les données sont
anonymisées, elles sont confidentielles, les enseignants n'ont pas acces ou
enseignantes n'ont pas acces aux réponses méme si vous faites des participés ou
pas participés et vous pouvez vous retirer aussi a tout moment.
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1.1.6 Limites

@ Mécanigque classique : théorie universelle

. - - I 1E sid B 1AE st
Harrt Poincand in XVII® sigcle — fin XIX® sigcle

3 0] o n A
1854 = 1912 @ Mécanique classique : remise en cause

fim X" sigcle et début XX" siécle

@ Théorie du chaos :
Poincaré 1559 et Lorenz 1960

@ Relativité restreinte :
Einstein 1905

@ Meécanigue quantique :
Schrodinger, Heisenberg 1925

Déterminisme - Marquis de Laplace a 'Empereur Mapoléon Bonaparte
Sire, donnez-moi les conditions initiales et je vous prédirai I'évolution du

maonde

I Elsder s sstosndque

Donc ¢a c'est pour montrer les personnes qui sont justement responsables de ca. notes
Donc les vices présidents associés pour I'éducation et la vice-présidente associées
pour les affaires et les étudiantines. Donc de nouveau l'idée c'est mieux
comprendre les différents ressources en facteurs canteriennes dans la réussite et
I'échec et pouvoir peut-étre justement essayer de voir des engendres et des plans
stratégiques pour pouvoir ressoudre ces types de problémes. Donc la participation
est encouragée mais bien sr pas obligatoire. Donc en tout ¢a va étre une heure et
demi sur toute I'année académique et c'est payer et étre en franc je crois que ¢a
c'est tout. Oui quelque chose que je voulais dire avant ¢a c'est vous pouvez vous
retirer de I'étude quand vous voulez. Donc il n'y a pas besoin de rester et personne
va savoir ¢a donc ¢a c'est complétement anonyme. Donc je vous remercie
beaucoup et je vous encourage a participer parce que ¢a serait vraiment trés subtil
pour les générations venir. Merci beaucoup. Voila donc n'hésitez pas a participer
c'est une occasion unique et en plus vous étes trés millériaire.
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1.1.7 Expériences

Importance historigque

décrire les phénomenes physiques

Importance symbaoligque :

rester dans |'interrogation de |la nature

Importance méthodologique

repérer le passage du réel au modéle

Importance didactique -

lien entre enseignement et vie quotidienne,
curiosité scientifique

I Elusdir ls sstosndques

Voila. Vous m'entendez vous m'entendez. Apparemment le volume est un peu notes
moins fort. Bon alors ce que je vais faire je le mets ici. Ah c'est aussi au niveau de la
cravate. Voila je vais essayer de parler fort c'est enregistré. Est ce que ma voix
passe dans le. Ok bon peut-étre que je tiens le micro a la main puis je vais répondre
dans leur suivante. Alors les trois révolutions qui ont si vous voulez conduit a une
généralisation des concepts classiques sont tout d'abord la théorie du chaos. Qu'on
doit aux grands mathématiciens Henri Poincaré. Qu'est ce qu'il a compris Poincaré.
Poincaré il a compris que ce qu'on imagine naivement est faux. Si vous prenez une
équation différentielle que vous définissez les conditions initiales. Si vous intégrer
ces équations pour trouver la solution. Vous ne la trouverez pas toujours. Vous
pourrez la trouver lorsque les équations sont linéaires. Si elles sont non linéaires ¢a
sera pas possible. Vous ne pourrez pas prédire I'évolution a grand temps d'un
systéme. Alors je vais vous montrer un exemple en fait méme deux exemples tout
simples dans quelques instants. Ou BXLK. Ensuite cette théorie du chaos a été
laissée de cdté jusqu'aux années 60. Avec les travaux de Ruel, Tackens et Lorenz
Santé. Ou ce chaos a été étudié dans ce qu'on appelle un espace de face. De I'un
espace de la vitesse et de la position. Ou les trajectoires sont en fait représentés
par des structures fractales qu'on appelle des attracteurs étranges. C'est trés joli.
C'est assez étrange mais c'est trés joli. L'autre révolution, ¢a a été la relativité
restreinte qui a été initiée la aussi par Poincaré. Poincaré et Lorenz ont participé a
I'élaboration d'un article publié en 1903 qui contient toutes les équations
mathématiques de la relativité restreinte. Alors pourquoi est-ce qu'on l'associe a
Einstein ? Parce qu'Hannstein il a compris fondamentalement, conceptuellement,
ce que signifiait cette équation. Einstein
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1.1.7 Expériences

Importance historigque

décrire les phénomenes physiques

Importance symbaoligque :

rester dans |'interrogation de |la nature

Importance méthodologique

repérer le passage du réel au modéle

Importance didactique -

lien entre enseignement et vie quotidienne,
curiosité scientifique

I Elusdir ls sstosndques

il a écrit quelque chose qui est quasiment triviale du point de vue mathématique notes
mais qui a tout changé du point de vue de la physique. C'est égal, constante. La
vitesse de la lumiére est une constante, quel que soit I'observateur et saint, ca a
remis en cause le caractére absolu de I'espace et du temps. On aura l'occasion d'en
reparler. La troisieme révolution qui a lieu une vingtaine d'années plus tard, on
fétera le centieme anniversaire de cette révolution I'année prochaine, c'est la
mécanique quantique. On en parlera plus en détail. Lorsqu'on veut décrire ce qui se
passe a I'échelle microscopique, on ne peut plus décrire les grandeurs physiques a
l'aide de fonctions. Elles sont décrites par des opérateurs linéaires qui sont une
généralisation de la notion d'application linéaire. Elles agissent sur un espace
vectoriel, les éléments d'un espace vectoriel qui est cet espace de Hilbert, de
dimension infinie formé de fonctions. Alors, ce mécanique quantique, si vous
voulez, a été le fruit d'une synthése des travaux principalement du physicien
autrichien Erwin Schrodinger et du physicien allemand Werner Eisenberg, qui ont
eu des approches absolument géniales, dont on reparlera a la quatorzieme
semaine de secours. Mais, disons, au sein méme de la mécanique newtonienne, il y
a cette idée, qui n'est pas correcte, que le déterminisme est absolu et qu'on peut
tout décrire si on connait les conditions initiales. C'est ce qui avait été formulé par le
marquis Pierre Simon de la Place, a I'empereur Napoléon Bonaparte, s'y dire,
donnez-moi les conditions initiales et je vous prédirai I'évolution du monde.
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1.1.7 Expériences

Théorie et expérience

Je n'ai pas de raison de penser que
l'intelligence humaine soit capable de
conceptualiser les lois physiques en se
basant uniquement sur ses propres
ressources sans faire appel aux résultats
expérimentaws. De telles tentatives se sont
toujours soldées par des théories artificielles
et pleines de contradictions

I Elisder s swtosndqus

James Clerk Maxwell
1531 1579

On va maintenant passer aux expériences. Ces expeériences, elles ont une
importance historique. Historiquement, c'est grace aux observations, grace aux
expériences que les perfondateurs de la science moderne ont pu décrire les
phénomenes physiques, qu'ils ont pu confronter les modéles a la réalité pour voir si
les modeles étaient corrects ou non. Il y a une importance symbolique a faire des
expériences. Il faut interroger la nature, rester dans ce dialogue avec l'univers qui
nous entoure. Et puis surtout, il faut repérer les différences qu'il y a entre le réel et
le modeéle. Si je prends une pomme, je la laisse tomber, on pourrait se dire qu'on
peut décrire ca facilement, il y a I'accélération du champ gravitationnel terrestre, on
a un mouvement rectil uniforme. C'est vraiment aussi simple que ¢a ? Non.
Puisqu'en fait, la pomme, elle va rentrer en collision avec les molécules d'air qui se
trouvent autour. Et si on veut tout décrire avec une grande précision, méme les plus
grands supercalculateurs disponibles aujourd’hui ne permettraient pas de le faire.
Et pourtant, on peut simplifier cette réalité complexe en assimilant la pomme, un
point qui est sujet au champ gravitationnel terrestre. Vous voyez que le modéle est
simple, d'accord ? Il peut étre simple, mais il doit pas étre simpliste. Einstein disait,
everything should be made as simple as possible, but not any simpler. Il faut rendre
tout aussi simple que possible, mais il y a un niveau de simplicité minimale qu'on ne
peut pas franchir, puisqu'ensuite, on dit des absurdités. C'est important de repérer
¢a. Et puis il y a aussi une importance d'idée agactique dans les expériences. C'est
de faire un lien entre la curiosité scientifique, la vie de tous les jours, et la
description mathématique qu'on est en train de faire dans le cadre d'un modele
théorique. Par exemple, imaginez que vous étes en train de visiter une ville, et puis
VOus prenez un

notes
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1.1.7 Expériences

Théorie et expérience ; James Clerk Maxwell

1531
Je n'ai pas de raison de penser que
l'intelligence humaine soit capable de
conceptualiser les lois physiques en se
basant uniquement sur ses propres
ressources sans faire appel aux résultats
expérimentaws. De telles tentatives se sont
toujours soldées par des théories artificielles
et pleines de contradictions

I Elisder s swtosndqus

15749

taxi, et puis le chauffeur taxi, il y a une petite gourmette qui est attachée au
rétroviseur du véhicule. Alors, qu'est-ce gqu'il accélere ? La gourmette, elle vient vers
vous. Qu'est-ce qu'il freine quand la gourmette part vers le pare-brise ? La question,
c'est pourquoi ? On va pouvoir répondre a cette question. On répondra a cette
question lorsqu'on étudiera le mouvement relatif a la 10e chapitre de ce cours, 10e
et 11e chapitre de ce cours. Avant de vous présenter les expériences, j'aimerais
encore vous lire une citation du plus grand physicien du XIXe siécle, James Clark
Maxwell, qui a unifié I'électricité et le magnétisme. Pourquoi je vous parle de
Maxwell ? Parce que c'était un trés bon mathématicien, et lorsqu'on I'a demandé a
Einstein, s'il se tenait sur les épaules de Newton, il a répondu non sur celle de
Maxwell. Maxwell nous met en garde sur I'exces de théories face a I'expérience. Il
dit que je n'ai pas de raison de penser que l'intelligence humaine soit capable de
conceptualiser les lois physiques en se basant uniguement sur ses propres
ressources, sans faire appel aux résultats expérimentaux. Il ajoute que telles
tentatives se sont toujours soldées par des théories artificielles et pleines de
contradictions.

notes

résumé
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1.1.7 Expérience - Toupie magnétique qui lévite : Levitron

@ La toupie est un aimant qui, lorsqu'il est en rotation au-dessus d'un autre
aimant d'aimentation opposée est soumis & une force magnétique
répulsive. Cette force magnétique répulsive compense son poids et

permet a la toupie de léviter. .

| Ehsder s ewsandgusr

Donc on ne peut pas faire de la physique dans sa tour d'ivoire. On est obligé de notes

confronter le modéle. La réalité, c'est ce qu'on va faire maintenant.

résumé
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1.1.7 Expérience - Chaos en mécanigue

@ Pendules articulés : si deux pendules articulés sont lancés avec des
amplitudes initiales comparables et suffisamment importantes, leurs
mouvements se désynchronisent rapidement (sensibilité aux conditions
initiales)

Balle de ping-pong : une balle de ping-pong rebondit sur une plateforme
astreinte 3 un mouvement pénodique bien déterming. Lorsque le tube est
ouvert, |a fréquence des rebonds est aléatoire (chaotique). Avec le
frottement imposé par le bouchon, le mouvement devient périodique

| Ehsder s ewyandgues

On va commencer par une petite expérience pour se mettre en genve, qui doit étre notes
sur la caméra 27. C'est le cas. C'est une toupie magnétique qui va I'éviter. Pourquoi
est-ce qu'elle I'évite ? L&, vous voyez que la toupie, elle a tendance, elle est attirée
par la base. Pourquoi ? Parce qu'au niveau de la base, il y en aiment. Et puis c'est
tellement, il a une certaine polarité, la toupie est constituée d'une partie métallique,
qui est aussi un aimant. Elle est polarité, qui se font face, sont en fait des polarités
€gales, ce qui génére une force répulsive. Cette force, elle décroit en fonction de la
distance. Mais bon, si je lache cette toupie, que va-t-il se passer ? Elle tombe
pourquoi ? Parce qu'elle est soumise a une autre force, qui est son propre poids,
liée au champs gravitationnels terrestres. Si on arrive a la placer au bon endroit, elle
pourrait I'éviter. Mais si on le fait a la main, elle va automatiquement basculer.
Pourquoi ? Parce que la force magnétique, due a l'instabilité, va avoir tendance a la
faire pivoter. Donc il faut I'empécher de pivoter, grace a un effet gyroscopique dont
on parlera dans le cadre du solide indéformable au chapitre 13 de secours.
Draccord ? Il faut lui donner cet effet gyroscopique, en la faisant tourner
suffisamment rapidement sur elle-méme. Alors on va essayer. C'est difficile a
réussir. Je vais m'y reprendre a plusieurs fois. Que fait une toupie lorsqu'elle voit un
prof de physique ? Evidemment, elle I'évite. D'accord ? Voila. C'était pas mal. On va
la laisser tourner, jusqu'a ce que naturellement, elle reprenne sa position. Il n'y a
pas de trucage, c'est juste du magnétisme. C'est de la bonne vieille physique.
Passons aux autres choses maintenant. Quelque chose qu'on discutera ensemble,
au chapitre 7 de secours, c'est la destruction par résonance acoustique d'un verre.
Qu'est-ce qu'on va faire ? On
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1.1.7 Expérience - Chaos en mécanigue

@ Pendules articulés : si deux pendules articulés sont lancés avec des
amplitudes initiales comparables et suffisamment importantes, leurs
mouvements se désynchronisent rapidement (sensibilité aux conditions
initiales)

Balle de ping-pong : une balle de ping-pong rebondit sur une plateforme
astreinte 3 un mouvement pénodique bien déterming. Lorsque le tube est
ouvert, |a fréquence des rebonds est aléatoire (chaotique). Avec le
frottement imposé par le bouchon, le mouvement devient périodique

| Ehsder s ewyandgues

va exciter un verre tulip, un verre a cognac. D'accord ? On va l'exciter avec un notes
haut-parleur. Et puis, si on lui donne la bonne fréquence, donc a l'aide d'ultrasons,
on va l'exciter, si vous voulez, a la fréquence naturelle de vibrations de ce verre. Ce
qui va le déformer, vous allez le voir par-dessus, il a normalement une forme
circulaire. La déformation va le rendre elliptique, dans deux sens opposeés, un peu
comme un coin-coin. D'accord ? Et puis, si cette excitation est suffisamment
importante, la structure interne qui maintient la cohésion entre les constituants
alimentaires, les atomes qui se trouvent dans le verre, d'accord ? Va se rompre, et
le verre va se briser. C'est un effet qu'on appellera I'effet Castafior, Bianca
Castafior. Je vous dirais pourquoi, au chapitre 7 de ce cours. Donc, cette
expérience se trouve sur la caméra 8. Allons faire un petit tour, sur cette
expérience. Vous ne voyez rien, puisque il faut que la lumiére s'allume. Voila,
normalement, ¢a devrait apparaitre. C'est le cas. Donc, avant méme attendez,
avant méme de le faire, pour voir un peu ce que ¢a va donner, on peut tester,
mécaniquement, la fréquence de résonance, on tape sur le verre. C'est cette
fréquence que vous cherchez. D'accord ? Alors, essayons de voir. Evidlemment, ¢a
a été préréglé. Donc, on est un peu prés dessus. Ce qu'on va faire, c'est augmenter
I'amplitude. Alors, si ¢a vous fait mal aux oreilles, vous pouvez les boucher.
D'accord ? ... L'effet bien qu'a fait le saffior. Caramba, le recignel Milanais, a encore
frappé. ... Alors, ¢a, c'est pour vous dire que c'est important, les oscillateurs
harmoniques et la résonance. Il faudra bien tout comprendre, pour comprendre
comment on arrive a la destruction de ce verre a distance. Le chaos apparait
quelque part quelque chose d'abstrait. Peut-étre pour certains, c'est concret. Ca
peut étre I'état d'une chambre d'étudiant, par exemple, aprés une soirée
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1.1.7 Expérience - Chaos en mécanigue

@ Pendules articulés : si deux pendules articulés sont lancés avec des
amplitudes initiales comparables et suffisamment importantes, leurs
mouvements se désynchronisent rapidement (sensibilité aux conditions
initiales)

Balle de ping-pong : une balle de ping-pong rebondit sur une plateforme
astreinte 3 un mouvement pénodique bien déterming. Lorsque le tube est
ouvert, |a fréquence des rebonds est aléatoire (chaotique). Avec le
frottement imposé par le bouchon, le mouvement devient périodique
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1.1.7 Expérience - Chaos en mécanigue

@ Pendules articulés : si deux pendules articulés sont lancés avec des
amplitudes initiales comparables et suffisamment importantes, leurs
mouvements se désynchronisent rapidement (sensibilité aux conditions
initiales)

Balle de ping-pong : une balle de ping-pong rebondit sur une plateforme
astreinte 3 un mouvement pénodique bien déterming. Lorsque le tube est
ouvert, |a fréquence des rebonds est aléatoire (chaotique). Avec le
frottement imposé par le bouchon, le mouvement devient périodique

| Ehsder s ewyandgues

ensemble. C'est sur la caméra A7. C'est I'exemple suivant. On a ici une balle de notes
ping-pong et on a un vibreur. Alors vous allez me dire oui mais on n‘a pas de
vibreur. Si, si, vous en avez un, c'était vos téléphones portables. D'accord ? Alors
vous mettez la balle de ping-pong sur le téléphone portable. Il faut quelque chose
qui la guide. C'est le petit glace que vous avez ici. Puis maintenant, vous allez bien
écouter la fréquence des rebonds. Vous allez voir que cette fréquence de rebonds,
gu'on entend au bruit, grace au choc acoustique. D'accord ? Cette fréquence va
étre complétement aléatoire. Contrépidement aléatoire. Si on couvertissait ceci en
signal digital, le signal analogique en signal digital, on aurait un vrai générateur de
nombre aléatoire. D'accord ? C'est completement aléatoire. C'est chaotique. Alors,
est-ce qu'on peut le rendre intégrable ? La réponse est oui. Comment ? Grace a un
bouchon. C'est régulier. Pourquoi ? Parce que le bouchon va introduire une force
de frottement visqueux due a la compression de l'air. Cette force de frottement
visqueux va rendre la dynamique linéaire, alors qu'elle était avant non linéaire. Et
c'est ¢a qui fait que le chaos disparait. D'accord ? Voila. Donc ¢a, c'est deux
exemples tout simples pour montrer que le chaos, il est intrinséque partout. Il est
autour de nous. D'accord ? L'un des meilleurs exemples, c'est le fonctionnement
méme de la bourse, qui est beaucoup plus compliqué que le chaos en réalité, parce
gue le chaos est simple. Dans la mesure ou c'est
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1.2 Calcul différentiel

1.2 Calecul différentiel
1.2.1 Dérivées de fonctions
1.2.2 Dérivées de compositions de fonctions

1.2.3 Développements limités de fonctions

I Elsder s swosndqus

un certain nombre de choses sur d'un systéme chaotique, les systemes les plus
complexes sont les systéemes mixtes dans lesquels le chaos apparait avec une
structure fractale par rapport au reste qui intégrame. D'accord ? Et ces systémes
mixtes, le meilleur exemple, c'est justement la bourse. C'est pour ¢a que c'est
compliqué de gagner de l'argent en faisant des modéles de I'air. Beaucoup de gens
ont essayé. D'accord ? On peut avoir un certain succes en faisant ceci. C'est
notamment le cas si vous appliquez des techniques développées par un médaillier
Fils, qui est maintenant prof a 'EPFL, qui est Martin Herrer, en département de
mathématiques. D'accord ? Mais vous allez faire un certain nombre de choses et
¢a, la aussi, c'est limite. Voila. Jusqu'a présent, on a vu une introduction

notes
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1.2.1 Dérivées de fonctions

@ Dérivée : on appelle dérivée la limite infinitésimale du rapport de la
variation d'une fonction et de la variation de sa variable

@ Vitesse : dénvée de |a position . ({) par rapport au temps £ :

Graphiguement, la vitesse
v (1) est la pente de |a
position x (1) au temps £

I Elusder s sstosndque

au sujet de la mécanique. On va maintenant s'intéresser aux outils mathématiques. notes
D'accord ? Comme je vous le disais, en introduction, dans le contexte de la
mécanique, ce qu'on cherche a faire, c'est de déterminer I'évolution de grandeur
physigue qu'on va décrire par des fonctions qui varient au cours du temps. Et c'est
justement cette variation locale qui nous intéresse, la variation qui est décrite a
l'aide d'une pente, la pente, la tangente, au point considéré, au temps considéré.
D'accord ? Donc cette pente de la tangente, c'est par définition la définition de la
déficitité. Et c'est pour ¢a que la déficitité, c'est par définition la dérivée. On va
définir ce qu'est une dérivée, premiére, deuxieme, d'accord ? On va voir ensuite des
dérivées de composition de fonctions et on terminera par des développements
limités au premier.
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Donc, commencgons de maniere pédestrale. On appelle dérivée la limite infinitesimal notes
du rapport, de la variation d'une fonction par rapport a la variation de sa variable.
Alors évidemment, pour que ¢a marche, il faut prendre une fonction qui est continue
et qui est dérivable. On va faire une dérivée seconde, donc une fonction qui est au
minimum une fonction de classe C2. D'accord ? Imaginons, pour simplifier les
choses, une fonction scalaire qui décrirait la position le long d'un axe. Donc il faut
supposer que la position est continue, qu'on a un objet décrit par un point. D'accord
? Est-ce que I'espace est continu, est-ce que le temps est continu ? Rien n'est
moins sdr. Et pourtant, on commence en faisant cette hypothése. Je vous rend
attentif a cela, puisque les ténons et aboutissants de ceci font partie de recherches
actuelles sur la gravitation quantique. D'accord ? On ne sait pas quelle est vraiment
la structure de I'espace et du temps pour simplifier. On suppose qu'elle est
continue. Bon, trés bien. Alors on va prendre la dérivée de la coordonnée de
position le long d'un axe, lI'axe horizontal, I'axe des absces, I'axe X. Et on va donc
définir la vitesse V, la vitesse scalaire qui est une fonction du temps qu'on va définir
comment, comme le rapport, je laisse un petit espace volontairement, comme le
rapport de la variation de la coordonnée de position sur l'intervalle de temps. Et
évidemment, on veut savoir ce qui se passe localement lorsque l'intervalle de temps
tend vers 0. D'accord ? Concrétement, il faudra donc prendre la limite de delta T qui
tend vers 0. Et la variation de la position, ¢a sera quoi ? Et bien, c'est la position
évaluée au temps final, au temps T plus delta T, moins la coordonnée de position X
évalue au temps T. On divise par delta T. D'accord ? Bon. Alors, ces limites, on en
a
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partout, tout le temps, quand on fait de la physique. Alors, cette écriture-1a, elle est
un peu lourde. Elle est complétement correcte sur le plan mathématique, mais elle
est treés lourde. D'accord ? Est-ce qu'on peut la simplifier ? Oui, on peut le faire.
Lorsqu'on met en delta, on considére une variation, quelconque d'une grandeur.
D'accord ? Nous, ce qui nous intéresse, ce n'est pas une variation, quelconque.
Nous, ce qui nous arréte, intéresse, c'est une variation instantanée. D'accord ?
Donc, on va remplacer les deltas par des petits dés, qui signifient une variation
aussi petite qu'on veut, une variation d'ordre différentiel. D'accord ? Je vais détailler
ce que ¢a signifie dans quelques instants, mais si on fait ¢a, on peut alors écrire
gue la vitesse, c'est quoi ? Eh bien, c'est simplement le rapport du déplacement
infinitesimal d'x sur l'intervalle de temps infinitesimal. Les deltas ont été remplacés
par des petits dés, et la limite devient implicite. On I'écrit plus explicitement.
Daccord ? Donc, ¢a, c'est pour le terme quitte ici. On va faire pareil pour celui-ci.
On aura donc x évalué au temps final, soit en T plus d'été, l'intervalle de temps
infinitesimal, moins x évalué au temps T divisé par I'été. Alors, cette notation-la est
la un grand avantage. C'est qu'on peut maintenant manipuler les grandeurs dans
une équation algébricment. On peut, par exemple, tirer de cette relation la variation
infinitesimal de la corné de position d'x en termes de l'intervalle de temps
infinitesimal d'été. Comment est-ce qu'on va faire ceci ? On partit de I'équation qui
est ici. Et on va multiplier le membre de gauche et le membre de droite par
l'intervalle de temps infinitesimal d'été. Et on a alors que le déplacement
infinitesimal d'x c'est la vitesse fois l'intervalle de temps infinitesimal. Concrétement,
graphiquement, d'accord ? Qu'est-ce qu'on a fait ? Prenons un exemple. Imaginons
gue la coordonnée de position soit décrite par le

notes
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graph que vous voyez ici en rouge. D'accord ? Bon. Alors on prend de temps. Un notes
temps qui est le temps t, ici, un temps qui est le temps t plus delta t et vous avez
évidemment les valeurs correspondantes du graph de la coordonnée de position le
long de cet axe des abscesx de t. Donc vous avez x de t qui est ici, x de t plus delta
t qui est la. D'accord ? Si on calcule la pente et qu'on se passe. D'accord ? Si,
naivement, on divise la dénivellation qui est la variation de x sur la distance
horizontal qui est la variation t, qu'est-ce qu'on trouve ? La pente de seul segment.
C'est pas ¢a qui nous intéresse. Nous, on veut la pente de la tangente. Donc
gu'est-ce qu'on doit faire ? On doit prendre le point qui est la et on doit le déplacer le
long du graph pour I'amener infiniment proche du point qui est ici. Qu'est-ce qu'on
fait ? On zoom. Alors si vous zoomez,
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@ Vitesse : dérivée de la position x (f) par rapport au temps ¢ :

Vw__:{;._ Axl) —  [i~ x (t+bk) — AlH)
bt—o AL o= = o'

¥ = - Kf‘-*"‘-‘&i -x(f R
dt dt

x(f)
A

z(t+ALD} Graphiquement, la vitesse
v (t) est la pente de la
position @ (t) au temps f.

Dr. Sylviin Bréchel 1 Etusdies la resfcamigues

vous zoomez encore, localement, quelle que soit la coupe que vous allez avoir, le notes
rayon de courbure va tendre vers l'infini et vous allez avoir quelque chose qui
s'apparente localement a une droite. D'accord ? Et alors vous pourrez définir la
dérivée, la pente de la tangente au graph. Cette pente-ci et non pas celle-la. D'ou la
limite. Alors maintenant, avec notre écriture,
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@ Dérivée : on appelle dérivée la limite infinitésimale du rapport de la
variation d'une fonction et de la vanation de sa variable.

@ Vitesse : dérivée de la position & () par rapport au temps ¢ :

F&_}:{;_ é:xﬂ'e = [ Kifrﬂ-ﬂ-—h[ﬂ

M=o AL o= Fa v

Graphiquement, la vitesse
i (t) est la pente de la
position x(t] au temps i

D, Sybesin Didchen b Crailss la melcansges

on a simplement remplacé les deltas par des dés, ce qui veut dire qu'on a approché notes

infiniment proche les deux points pour que ce résultat soit un résultat exact.
D'accord ? Ca c'est juste pour I'écriture.
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1.2.1 Dérivées de fonctions

@ Accélération : dérivée de la vitesse v () par rapport au temps ¢

Y- . Ak= e At

o= -3‘5 = L{E—J:{__‘VIE 'n'lr-l': dl‘r. ﬁdr

olbl =

@ Dérivée temporelle [notation de physicien)

I Enhsder L sgankques

Il faudra se familiariser avec cette écriture qui est importante dans la pratique. Voila. notes
Alors, je vais juste faire un frise sur le bimaire latéral. Voila. Et on va maintenant
définir I'accélération. Impuativement, c'est quoi l'accélération ? L'accélération, c'est
la variation de vitesse au cours du temps. Plus vous avez un véhicule puissant, plus
l'accélération s'agrande. La variation de vitesse que va étre capable d'effectuer une
Tesla Model S-Pled va étre évidemment beaucoup plus grande que celle que va
pouvoir effectuer une Smart ou une Opel Corsa. C'est-a-dire que la variation de
vitesse durant un certain interval de temps sera plus grande. L'accélération aussi,
c'est clair. Donc, 'accélération, le long de cette trajectoire rectiligne, sera défini
comme la limite de delta T qui tend vers zéro du rapport de la variation de la vitesse
gu'on vient de définir et de fonction du temps sur l'intervalle de temps infinitesimal.
Donc la aussi, on peut I'écrire explicitement. En remplacant la variation de la
vitesse, en I'écrivant comme la vitesse évaluée au temps final, en T plus delta T,
moins la vitesse évaluée au temps T, on divise de toutes parts delta T. D'accord ?
Alors maintenant, pour simplifier notre écriture, on va remplacer les variations avec
des delta par des variations avec des petits D. On aura donc la variation
infinitesimal de la vitesse d'EV sur l'intervalle de temps infinitesimal d'été. D'accord
? Donc d'EV, c'est V évalué au temps final, en T plus d'été, moins V évalué au
temps initial en T. J'ai simplement remplacé le delta par un petit D. Et puis au
passage, il ne faut pas oublier de diviser par d'été. La aussi, on peut maintenant
manipuler algébricement cette relation-la en multipliant le membre de gauche et le
membre de droite par l'intervalle de temps infinitesimal, ce qui signifie que la
variation infinitesimal de la vitesse, c'est I'accélération pour l'intervalle de temps
infinitesimal. Donc localement, on a vraiment
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1.2.1 Dérivées de fonctions

@ Accélération : dérivée de la vitesse v () par rapport au temps ¢

Y- . Ak= e At

o= -3‘5 = L{E—J:{__‘VIE 'n'lr-l': dl‘r. ﬁdr

olbl =

@ Dérivée temporelle [notation de physicien)

I Enhsder L sgankques

un segment sur un graphe ce qui permet de faire cet exercice. D'accord ? Ca ne
serait pas possible si c'était encore une courbe. Bon, alors maintenant, il y a une
écriture qu'on peut adopter pour I'accélération comme fonction du temps, compte
tenu du fait que la vitesse et la dérivée premiére de la position par rapport au temps
et que l'accélération, la dérivée premiere de la vitesse par rapport au temps, il
s'ensuit que l'accélération et la dérivée seconde de la quantité de position par
rapport au temps. Oui, vous avez une question ? Le DTS, c'est la nuit de...
Exactement. Vous imaginez un intervalle de temps, une seconde, une heure, un
millénaire, d'accord ?

notes

résumé

page 54/100 - 1 - Etudier la mécanique




1.2.2 Dérivées de compositions de fonctions

@ Composition de fonctions -

@ Dérivée de (1) :

@ Dérivée de [ (g) :

@ Dérivée de L (t) = f(ql(t)) :

I Elsdur L mgankques

(1.10}

Puis cet intervalle de temps, vous le faites tendre vers quelque chose qui est aussi
petit que vous voulez. Donc attention, DT n'est pas nul, mais il est tout petit. Alors,
pour si on veut avoir une image physique, on pourrait par exemple faire tendre DT
vers le temps de Planck de I'ordre de dispicence de moins de 33 ou moins de 34
secondes, d'accord ? Quelque chose de tout petit. Par exemple, OK ? Bon, alors,
comme l'accélération, on I'a dérivée seconde, de la position, on I'écrit comme c¢a et
je vous expliquais pourquoi dans quelques instants, c'est D2X, attention, le carré se
met apres le D et pas le X, d'accord ? Sur DT?, 13, le carré se met aprés le T.
Pourquoi ? On va le découvrir. On applique la définition. On prend la limite de delta
T qui tend vers zéro et ce qu'on veut, c'est le rapport d'un variation de la vitesse sur
la variation du temps. Donc, on a la variation de quoi, de la vitesse, et cette vitesse
est elle-méme une limite. C'est la limite de delta T qui tend vers zéro, de delta X, de
T sur delta T, d'accord ? Et on divise de toutes par delta T. Alors, maintenant, on
utilise notre notation qui consiste a remplacer les deltas par des petits D, OK ? On
aura donc D de dx de T sur DT le toutes divisé par DT, d'accord ? Donc, on a D sur
DT de dx sur DT. On peut donc récrire I'accélération c'est D sur DT qui est une
dérivée par rapport au temps, de la dérivée par rapport au temps de X, OK ? qui est
dx sur DT. Qu'on peut méme écrire comme D sur DT itérée de x de X c'est-a-dire
des carré X sur DT carré. C'est de la que vient cette notation, d'accord ? Alors, ceci
pour la mécanique c'est

notes
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1.2.2 Dérivées de compositions de fonctions

@ Composition de fonctions -

@ Dérivée de (1) :

@ Dérivée de [ (g) :

@ Dérivée de L (t) = f(ql(t)) :

I Elsdur L mgankques

(1.10}

encore trop lourd. C'est déja mieux que I'écriture avec des limites mais ¢a reste trop
lourd parce que en mécanigue on va avoir a tout bout de champ vous allez le voir
des dérivées par rapport au temps. Alors, qu'est-ce qu'on peut faire ? On va adopter
une notation plus simple, plus belle, plus économique qui sera valable uniqguement
vous pouvez vraiment le noter c'est uniquement pour des dérivées par rapport au
temps et pas par rapport & d'autres variables parce qu'on pourrait dériver par
rapport & une cornette position par rapport a un angle, etc. D'accord ? Cette
notation c'est la suivante. On va remplacer la dérivée par rapport au temps
l'opérateur de dérivée par rapport au temps par un point qu'on va venir poser sur la
grandeur. D'accord ? En d'autres termes la vitesse c'est la dérivée temporelle
premiére de la cornette position X, c'est X point tout simplement. D'accord ? Et puis
l'accélération c'est la dérivée premiere de la vitesse c'est donc V point. Oui, mais la
vitesse c'est X point. Donc, on peut passer de la position a I'accélération en prenant
X point qui est la vitesse et en mettant un point supplémentaire donc on a deux
dérivées successives par rapport au temps c'est X point point. D'accord ?
Rassurez-vous tout de suite vous n'aurez pas de X point point point. On va s'arréter
a l'ordre 2. D'accord ? Voila. Vous comprendrez pourquoi la semaine prochaine.
D'accord ? En réalité, je vous le vend déja le mouvement naturel d'un corps est un
mouvement qui se fait a vitesse constante donc décrit par des vitesses avec un seul
point et donc pour voir comment ce mouvement un mouvement particulier disons
est décrit il faut aller au-dela il faut introduire une accélération et donc c'est pour ¢a
gu'on s'arréte en général en mécanique a l'ordre 2. D'accord ? Voila. Donc
maintenant qu'on a vu ces exemples de dérivée

notes
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1.2.2 Dérivées de compositions de fonctions

@ Composition de fonctions -

@ Dérivée de (1) :
(110}

@ Dérivée de [ (g) :

@ Dérivée de L (t) = f(ql(t)) :

I Elsdur L mgankques

de fonctions notes
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1.2.2 Dérivées de compositions de fonctions

(a&)  (19)

@ Exemples physiques

)+ J:] (1.10) @ Dérivée de la position : oscillateur harmonigue

-5}4-#&.13“_”3

@ Dérivée de I'énergie cinétique d'un objet de

b) — {£(alh)

1 Etuder b oebtasiquen

on va s'intéresser a des dérivées de composition de fonctions. Supposons qu'on ait notes
une fonction H du tenté qui soit la composition d'une fonction G avec une fonction F
les compositions se font de la droite vers la gauche en mathématiques. D'accord ?
Donc c'est G avec le rond ici et le F d'accord ? qui formellement est une fonction du
tenté. Alors c'est quoi ? C'est une fonction interne G de la variable T qui est
elle-méme l'argument d'une fonction externe dont la variable et la fonction G. Ok ?
C'est ¢a la structure. Et on va dériver ceci par rapport au temps. On a 2 plures
d'oignons on a la plure interne qui est la fonction G de la variable et on a la plure
externe qui est F de G. Ok ? Interressons-nous a la plure interne. On veut donc
prendre la dérivée temporelle de G qui est dG sur dT la variation infinitésimale de G
divisé par l'intervalle de temps infinitésimale dT. D'accord ? On vient de voir la
définition CG évaluée au temps final en T plus dT moins G évaluée au temps T de
toute sur dT. On peut donc en conclure que G évaluée en T et plus dT est en fait G
évaluée en T plus une petite correction infinitésimale qui est un dG. D'accord ?
Maintenant on a traité la plure interne on veut traiter la plure externe ou I'argument
de la fonction externe F c'est la fonction interne G. D'accord ? Donc on veut la
dérivée de F par rapport & G CDF sur dG. Ok ? C'est la méme structure C'est la
méme structure que pour G dT il suffit de remplacer le temps par G et G par F.
Donc on prend F qu'on évalue a la valeur finale de G qui est G plus dG moins F
évaluée a la valeur initiale qui est G de toute
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1.2.2 Dérivées de compositions de fonctions

(a&)  (19)

@ Exemples physiques

;i-l'-:llj

(1.10) @ Dérivée de la position : oscillateur harmonigue

-5}4-#&.13“_”3

@ Dérivée de I'énergie cinétique d'un objet de

b) — {£(alh)

1 Etuder b oebtasiquen

sur dG Bon alors maintenant on peut en tirer F évaluée en G plus dG qu'on va notes
écrire comment ? En multipliant par dG a gauche et a droite on peut récrire ceci
comme F de G plus dF Et ce dF on va le remettre un tout petit peu en forme on va
le diviser par dG vous allez voir pourquoi et au passage on va le multiplier par dG
comme c'est des fractions on va le droit de faire ceci d'accord ? Bon alors
maintenant on se lance et on calcule la dérivée de H par rapport au temps donc il va
falloir évaluer H au temps final en T plus dT Pih c'est quoi ? c'est la fonction F de la
fonction G de I'argument qui est le temps au temps final c'est-a-dire en T plus dT
moins F de G évaluée au temps initial en T d'accord ? de toute sur dT Bon alors la
on va utiliser la relation indice pourquoi ? parce qu'on va travailler de l'intérieur vers
I'extérieur et on va remettre en forme ceci G évaluant T plus dT c'est G évaluant T
plus dG donc équivant ceci on a F de G évaluant T plus dG pour l'instant on garde
le dernier terme qui est F évalué en G évaluant T d'accord ? le tout sur dT et la on
aura besoin de l'autre relation qu'on vient d'introduire la relation un 11 pour travailler
toujours encore sur le premier terme qui se trouve ici on a une dépendance en T
gu'on n'avait pas noté ici mais c'est pareil F évaluant G si vous voulez G de T plus
dG c'est F de G F de G de T d'accord ? plus dF sur DG fois DG trés bien donc
équivant cela on a donc F évaluant G évaluant T plus dF sur DG fois DG moins F
deGdeT
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1.2.2 Dérivées de compositions de fonctions

(a&)  (19)

@ Exemples physiques

)+ J:] (1.10) @ Dérivée de la position : oscillateur harmonigue

-5}4-#&.13“_”3

@ Dérivée de I'énergie cinétique d'un objet de

b) — {£(alh)

1 Etuder b oebtasiquen

de toutes sur dT alors qu'est-ce qu'on voit ? et c'était le but de I'exercice c'est qu'il y notes
a une petite simplification qui se présente a nous ce terme est I'opposé de celui-ci
d'accord ? il s'est simplifié qu'est-ce qui va nous rester ? dF sur DG fois DG sur DG
d'accord ? donc la dérivé de H par rapport au temps c'est la dérivé de la
composition des fonctions G et F d'accord ? par rapport au temps qui formellement
je I'écris mathématiquement et on va discuter c'est dF sur DG fois DG sur DT DG
sur DT c'est la dérivé de la fonction interne c'est la dérivé interne d'accord ? dF sur
DG c'est la dérivé de la fonction externe par rapport & sa variable qui est la fonction
interne et donc quand vous avez une composition de fonction d'une variable ici le
temps d'accord ? lorsque vous dérivez par rapport a la variable vous avez le produit
de la dérivé externe fois la dérivé interne ceci est absolument essentiel il faut que
vous compreniez tout ce concept d'accord ? on va I'employer de maniére réguliere
et intensive dans I'ensemble de ce cours alors je vais vous donner deux exemples

de ceci le premier
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1.2.3 Développements limités de fonctions

@ Dérivée de la fonction [ () par rapport & o :

df flz+dz)= fx)
dlr ir

& ldentitéd infinitésimale

(148) =
_F{;-c-;aln) —_— ‘Ff.njl 4 l_*ii d

o Approximation Ar = @

i o
|].2]f-J

@ La relation (1.21) est le développement limité (ou de Taylor) au 1*

ordre en Az de [ (r 4+ Ax) autour de &

I Enhsder L subgankque

c'est la dérivé de la position d'un oscillateur armé lorsqu'on a un objet une masse
qui est suspendue a un ressort et qui aussi selon un axe horizontal la coordonnée
de position X2T va étre de la forme une amplitude A fois le cosineus d'une fonction
du temps qui est la pulsation omega fois le tenté plus un angle de défaisage fi on
explique en détail comment on arrive a cette solution au chapitre 4 alors la premiéere
chose a voir ici c'est que vous avez une fonction externe qui est une constante A
qui multiplie le cosineus d'un argument ce cosineus de I'argument c'est la fonction
externe et I'argument lui-méme c'est la fonction interne donc la fonction du temps la
fonction interne la fonction g si vous voulez c'est omegaT plus fi ou omega et fi sont
des constantes la fonction externe c'est A du cos de I'argument donc on applique la
regle de cuisine pour calculer la dérivé de X par rapport au temps c'est la dérivé de
A fois le cosineus de omegaT plus fi par rapport a la fonction interne qui est
l'argument du cosineus soit omegaT plus fi d'accord ensuite on a la dérivé interne
qui est la dérivé de I'argument du cosineus soit omegaT plus fi dérivé par rapport au
temps ca c'est la dérivé de F par rapport a g et on a la dérivé de g par rapport a t qui
est la dérivé de H par rapport & t d'accord alors la dérivé du cosineus d'un argument
par rapport & I'argument on va I'établir ensemble cet aprés-midi la dérivé du
cosineus c'est I'opposé du sinus d'accord on a A qui est une constante qu'on va
mettre en évidence et puis si on prend omega qui est une constante et fi qui est une
constante lorsqu'on dérive une fonction linéaire du temps qui est omegaT plus fi par
rapport au temps il

notes
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1.2.3 Développements limités de fonctions

@ Dérivée de la fonction [ () par rapport & o :

df flz+dz)= fx)
dlr ir

& ldentitéd infinitésimale

(148) =
_F{;-c-;aln) —_— ‘Ff.njl 4 l_*ii d

o Approximation Ar = @

i o
|].2]f-J

@ La relation (1.21) est le développement limité (ou de Taylor) au 1*

ordre en Az de [ (r 4+ Ax) autour de &

I Enhsder L subgankque

nous reste un facteur qui multiplie le temps a savoir omega donc on va se retrouver
avec dX sur dt qui est la vitesse de I'océateur harmonique qui est moins A fois
omega fois le sinus de omegaT plus fi quand peut-étre qu'on vous l'a présenté au
lycée, au college, au gymnase la vous voyez comment on peut faire explicitement
cette dérivé temporaire un autre exemple qui va aussi étre trés parlant c'est
I'énergie cinétique d'un objet qu'on assimile un point un objet de masse m donc
cette énergie cinétique grandet qui dépend du temps petit et c'est une de mi de la
masse fois la vitesse au carré maintenant la vitesse pour un mouvement qui a lieu
selon un axe horizontal X c'est la dérivé temporelle de la position c'est X point qu'on
va évidemment élever au carré maintenant ce qu'on cherche a faire c'est de
calculer la dérivé de cette énergie par rapport au temps on aimerait savoir comment
I'énergie cinétique va varier au cours du temps alors on écrit des de grandet sur des
de patite d'accord la dérivé de I'énergie cinétique par rapport au temps et la surtout
on identifie tout d'abord la fonction externe c'est une demi de la masse fois la
vitesse au carré mais la vitesse elle varie c'est une fonction du temps c'est méme
ce qui fait l'intérét parce qu'il est constante dérivé nul d'accord donc la fonction
interne fonction interne qui est une fonction du temps la variable sept temps c'est la
vitesse c'est des points donc on a une fonction externe qui est une demi de m de X
point au carré qu'on va dériver par rapport avec ce point d'accord qui est la fonction
interne et il faudra encore prendre la dérivée interne qu'il a dérivée de X point par
rapport au temps donc concrétement on a la dérivée de une demi de m X point
carré par rapport

notes
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1.2.3 Développements limités de fonctions

@ Dérivée de la fonction [ () par rapport & o :

df flz+dz)= fx)
dlr ir

& ldentitéd infinitésimale

(148) =
_F{;-c-;aln) —_— ‘Ff.njl 4 l_*ii d

o Approximation Ar = @

i o
|].2]f-J

@ La relation (1.21) est le développement limité (ou de Taylor) au 1*

ordre en Az de [ (r 4+ Ax) autour de &

I Enhsder L subgankque

a X point la dérivée externe fois des X points sur I'été qu'il a dérivée interne bon
alors quand vous dérivez une demi de m X point carré par rapport a X point
dérivons disons X point carré par rapport a X point c'est deux X points le facteur 2 et
le facteur une demi c'est simplifié il va nous rester un m X point écrivons-le on a un
m X point et puis la dérivée par rapport au temps de X point c'est X point point alors
on a m X point X point point c'est pas trés parlant mais comme c'est des grandeurs
scalaires on a le droit de faire une chose c'est des commutés et c'est ce qu'on va
faire et la ¢ca va étre beaucoup plus parlant on va I'écrire comme m X point point fois
X point ceci le premier terme qu'il a représente le produit d'une masse fois quoi une
acceélération ce qui est exactement exactement donc vous avez ici une force et puis
le deuxiéme terme c'est une vitesse le produit d'une force point de vitesse c'est
presque exactement c'est la puissance d'accord donc voyez que la dérivée
temporelle de I'énergie scientifiqgue va étre directement li€e a la puissance on
traitera sort des tailles quand on intégrera les lois du mouvement et on fera ¢a dans
le chapitre 7 de ce mouvement d'accord ? parlons encore rapidement du
développement limité le développement limité c'est une approximation d'accord ? si
vous avez une fonction pas trés sympathique prenant une fonction trigopnométrica
sinus ou incosinus par exemple ben il serait intéressant de se dire mais que va
valoir ce sinus ou ce cosinus si par exemple disons I'argument est petit d'accord ?
est-ce gu'on peut avoir une approximation du sinus ou du cosinus ? graphiquement
gue vaudrait par exemple la tangente au graphe d'accord ? c'est un peu ¢a l'idée
pour un développement limité du

notes
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1.2.3 Développements limités de fonctions

@ Dérivée de la fonction [ () par rapport & o :

df flz+dz)= fx)
dlr ir

& ldentitéd infinitésimale

(148) =
_F{;-c-;aln) —_— ‘Ff.njl 4 l_*ii d

o Approximation Ar = @

i o
|].2]f-J

@ La relation (1.21) est le développement limité (ou de Taylor) au 1*

ordre en Az de [ (r 4+ Ax) autour de &

I Enhsder L subgankque

premier ordre bon alors comment va-t-il prendre ? eh bien on a la définition ici c'est
parce que je voulais on a la définition ici de la dérivée d'une fonction F par rapport a
sa variable X d'accord ? qu'on peut écrire aussi a l'aide de la limite donc maintenant
imaginons qu'on prenne la fonction F qu'on veut évaluer en X plus DX et on veut la
comparer a F évaluant X d'accord ? alors on reprend la définition qui est ici on
multiplie par DX a gauche et a droite d'accord ? et alors on parvient a écrire ceci
sous la forme suivante F évaluant X plus DX c'est F évaluant X plus DX plus la
dérivée de F par rapport & X en concretement évalué en X fois DX d'accord ? ¢a
c'est absolument exact dans la limite infinitesimale alors maintenant supposons
gu'on ne soit pas dans la limite infinitesimale donc concrétement on n'a pas un
intervalle de temps qui est tout petit c'est pas le temps de planque par exemple
mais c'est un intervalle de temps ou ¢a peut étre une distance n'importe quoi ¢ca
peut étre une grandeur d'accord ? qui est suffisamment petite donc si vous voulez
on a un delta X qui est suffisamment petit par rapport a X pour qu'on puisse faire
I'approximation donc on va prendre tout d'abord la dérivée DX sur DX et on va la
récrire a l'aide d'un delta X sans spécifier la limite d'accord ? c'est rigoureusement
égal lorsqu'il y a une limite c'est une approximation lorsqu'il n'y a pas la limite donc
on récris ceci comme F évaluant X plus DX moins F évaluant X sur delta X d'accord
? bon alors maintenant si on prend cette approximation qu'on vient de faire on peut
la manipuler algébricement multiplier par delta X et on extrait F évalué en X plus DX
et on a alors que F évaluant

notes
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1.2.3 Développements limités de fonctions

@ Dérivée de la fonction [ () par rapport & o :

df flz+dz)= fx)
dlr ir

& ldentitéd infinitésimale

(148) =
_F{;-c-;aln) —_— ‘Ff.njl 4 l_*ii d

o Approximation Ar = @

@ La relation (1.21) est le développement limité (ou de Taylor) au 1*
ordre en Az de [ (r 4+ Ax) autour de &

I Enhsder L subgankque
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plus delta X c'est a peu pres F évalué en X et on a un point F évalué en X plus une
correction qui est la dérivé de F par rapport a X pour delta X d'accord ? en d'autres
termes si on connait la fonction F pour une certaine valeur de sa variable X on va
pouvoir de maniére approchée trouver la fonction F évaluant X plus delta X qui va
étre la fonction F évalué en X plus une petite correction du premier ordre c'est a dire
a l'aide d'une dérivé premiére de F par rapport & X F évalué en X plus delta X alors
comment est ce qu'on pourrait améliorer ce résultat ? vous allez le voir au cours
d'analyse durant ce premier semestre il faut ajouter au terme du premier ordre un
terme du deuxieme ordre en delta X carré plus un terme du troisiéme ordre en delta
X occupé plus un terme du quatrieme ordre en delta X a la puissance 4 et ainsi de
suite et ainsi de suite maintenant supposons pratiquement que notre delta X soit
disons un centiéme trés bien carré ¢a donnerait ? Oui, exactement et souvent un
dix millieme c'est quasiment négligeable. D'accord ? Donc dans beaucoup de cas
de figure lorsque delta X est petit, on peut s'arréter au premier ordre et donc vous
avez ici le développement limité de Taylor au deuxiéme ordre. Le terme d'ordre n
est de la forme 1 sur n factorial fois la dérivée partiel m ni m de f par rapport & X fois
delta X a la puissance n. D'accord ? Et on peut avoir une série Taylor qui est
I'ensemble de tous ces termes qu'on va sommer pour approximer le résultat dans la
mesure ou on se retrouve dans le rayon de convergence de la série. Alors je vous
propose de voir un exemple

notes
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rapidement avant de prendre la pause. Vous avez ici en bleu le sinus, d'accord ? Le
sinus 2X. Trés bien. Alors on a fait un développement limité du sinus 2X autour de
X égal 0. On veut approximer la fonction sinus autour de X égal 0. Comme la
fonction sinus est une fonction impére, c'est-a-dire que f de X est égal a moins f de
moins X. D'accord ? Les termes qui vont apparaitre dans ce développement limité
sont des termes impéres. Le plus petit terme c'est tout simplement X, vous le voyez
tout de suite pourquoi ? Parce que vous avez ici en vert ce développement limité au
premier homme et que vous voyez que si X est petit dans la région au centre, la
droite qui apparait en traitillée verte approxime bien la courbe. Alors c'est bon dans
une certaine région si X est petit mais rapidement ¢a vient mauvais. Qu'est-ce qu'on
peut faire ? Aller & I'ordre suivant. Au troisieme ordre. Au troisiéme ordre vous avez
un terme supplémentaire qui est en moins X cubed sur trois factoriels. Et alors
maintenant vous voyez que vous avez une cubique en vert qui approxime mieux
votre sinus. Allons a l'ordre un pére suivant soit de cing. Vous voyez qu'on peut
faire encore mieux. Le reste est d'ailleurs donné en rouge. On peut aller au
septiéme ordre,

notes
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au neuvieme ordre, on peut aller au onziéme ordre et ainsi de suite. On peut de
proches en proches approximer de mieux en mieux. D'accord ? La fonction sinus.
Dans la plupart des cas on va nous se restreindre au premier ordre, parfois au
deuxiéme ordre et dans un cas en application de cours, je crois que c'est la
troisieme semaine, on ira au troisieme ordre. D'accord ? On ira pas plus loin. Mais
en physique on peut souvent aller au quatrieme ou cinquiéme ordre pour calculer
des perturbations notamment en théorie quantique des champs pour établir des
diagrammes d'interaction entre particules. On va parfois au quatrieme voire au
cinquieme ordre. D'accord ? On peut le faire aussi

notes
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pour une autre fonction. On pourrait prendre par exemple disons le cossinus, le
cossinus de X. Bon, prenons le cossinus de X. Voila. Et regardons son

développement limité au tour de zéro.

notes
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1.3.1 Repeére direct

@ Vecteur : élément de droite orientée (norme, orientation

- =

¢ Repére : entité géométrique constituée de trois vecteurs lingairement
indépendants attaché & un point (origine)

.ﬂ——”"'_'d;‘-_—_‘_——hﬁ.

@ Repére orthonormé - les vecteurs de base sont erthogonaux et de norme
unité (deux types)

‘/\ Miroir /\

Repére indirect Repére direct

| Enhsder L mwvankquer

notes
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1.3.1 Repeére direct

@ Vecteur : élément de droite orientée (norme, orientation

- =

¢ Repére : entité géométrique constituée de trois vecteurs lingairement

indépendants attaché & un point (origine)

.ﬂ——”"'_'d;‘-_—_‘_——hﬁ.

@ Repére orthonormé - les vecteurs de base sont erthogonaux et de norme

unité (deux types)

Miroir

Repére indirect Repére direct

| Enhsder L mwvankquer

qui est la théorie des groupes et I'analyse fonctionnelle. La théorie des groupes, qui
permet de simplifier, d'exploiter les symétries pour arriver aux solutions. Elle
analyse fonctionnelle, c'est justement I'étude. Si vous voulez des bases propres, si
vous pensez a l'algebrainaire avec des bases propres, c'est des bases propres que
vous allez trouver dans des espaces de fonction. D'accord ? Voila, le cours va
reprendre. La mécanique décrit le mouvement d'objet qui se déplace dans l'espace.
Donc clairement, quand on veut décrire un mouvement de maniére générale, qui
n'est pas forcément un mouvement rectiligne, on aura besoin de repérer un point et
son mouvement dans 'espace. Et comment est-ce qu'on va faire ceci ? On va le
faire a I'aide de fleches qui sont des vecteurs. Alors, en mathématiques, le concept
de vecteur est trés général. Les polyndmes peuvent étre des éléments d'un espace
vectoriel. Les matrices peuvent étre des éléments d'un espace vectoriel. Les
vecteurs dans Rn ou n égale 3 est un cas particulier, ou n égale 2 est un autre cas
particulier, sont aussi des éléments d'un espace vectoriel. Vous pouvez méme avoir
des relations d'épendance linéaire en des vecteurs qui sont eux-mémes des
vecteurs d'un espace vectoriel abstrait. Donc il y a beaucoup de possibilités. Ce
n'est pas exhaustif la liste que je viens de vous donner. Mais en physique, ¢ca sera
beaucoup plus pédestre. Pour nous, un vecteur, c'est une fleche dans R2 ou dans
R3, dans l'espace a 2 ou a 3 dimensions. Cette fleche, ce vecteur, c'est I'élément
fondamental, qui est un élément de droite orienté. Ces éléments, dans un espace
vectoriel, on peut les multiplier pour obtenir soit un scalére, soit un vecteur. Le
produit de deux vecteurs qui nous retournent a un scalére et le produit scalére,
évidemment que le produit de deux vecteurs qui nous retournent & un vecteur, c'est
le produit vectoriel. Je suis conscient qu'un certain nombre d'entre

notes
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1.3.1 Repeére direct

@ Vecteur : élément de droite orientée (norme, orientation

- =

¢ Repére : entité géométrique constituée de trois vecteurs lingairement

indépendants attaché & un point (origine)

.ﬂ——”"'_'d;‘-_—_‘_——hﬁ.

@ Repére orthonormé - les vecteurs de base sont erthogonaux et de norme

unité (deux types)

Miroir

Repére indirect Repére direct

| Enhsder L mwvankquer

vous n'avez jamais vu le produit vectoriel. On va en discuter en détalil. Il y a aussi un
produit qui est combiné, qui est le produit mixte ou vous avez un produit scalaire de
deux vecteurs, dont I'un est le résultat de produit vectoriel entre deux vecteurs.

notes
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1.3.1 Repere direct

@ Repére direct : un repére direct est un repére orthonormé dont les
vecteurs de base satisfont la régle de la main droite ou la régle du

tire-bouchan (38, £a. #4).

Fepere direct Rigle de I3 main Regle du tire-bouchon

draite

L Ensdir s siankqus

On terminera avec une identité vectoriale. Comme je le disais, un vecteur, c'est un notes
élément de droite orienté. Vous prenez une droite dans l'espace a 2 ou 3
dimensions. Vous prenez un segment et vous lui donnez une orientation vers une
extrémité de la droite, soit vers l'autre extrémité. Cet élément de droite orienté, ¢a
pourrait étre mon style ici avec la fleche, & une norme, une longueur, et une
orientation dans I'espace. Mais un vecteur n'est pas défini par le point auquel il est
rattaché. Ce qui veut dire que si je prends ce style la qui est horizontal, orienté de
votre gauche vers votre droite, si je le déplace verticalement, que je le déplace
horizontalement, qui garde son orientation, qui garde sa longueur, c'est le méme
vecteur. Ca, c'est trés important pour la suite. Alors maintenant, pour pouvoir définir
des vecteurs dans l'espace a 3 dimensions, il va nous falloir une base au sens de
l'algebra. Une base de 3 vecteurs de référence. Ces vecteurs de référence doivent
étre non-coplanaires. Il faut gu'ils soient dans le jargon de l'algebra linéaire,
linéairement indépendants a vos souhaits. Vous pourriez par exemple prendre les 3
vecteurs que vous voyez ici, d'accord qu'ils ne seront pas dans le méme plan. A
l'aide de 2 vecteurs, par exemple le rouge et le bleu, vous définissez un
parallélogramme dans un plan. Ensuite, a I'aide du 3e vecteur, vous allez définir un
pris dans I'espace. Alors est-ce que vous pouvez prendre ces 3 vecteurs comme
base ? Bien sdr que vous pouvez le faire. Est-ce que c'est un bon choix ? Non, c'est
pas un bon choix. Pourquoi ? Parce que vous étes mathématicien, que vous aimez
la symétrie et que intuitivement vous avez a l'esprit des concepts de théorie des
groupes, vous voulez que ce soit symétrique, le plus symétrique possible. Alors
comment est-ce, comment le rendre symétrique ? Premierement, on va s'arranger
pour
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1.3.1 Repere direct

@ Repére direct : un repére direct est un repére orthonormé dont les
vecteurs de base satisfont la régle de la main droite ou la régle du
tire-bouchan (38, £a. #4).

Heégle du tire-bouchon

Repere direct

Régle de la main
draite

L Ensdir s siankqus

gue les vecteurs soient orthogonaux. Et puis pour que ce soit plus symétrique, il ne notes
faut pas qu'ils engendrent un parallélipéd, mais plutdt un parallélipéd bien particulier
gu'on appelle un cube. Et bon, il faut qu'ils aient la méme longueur. Et puis on va
faire des calculs. Alors comment vous faire des calculs ? On va prendre un étalon,
on va prendre une longueur de base qui correspond a un. Donc on prend des
vecteurs de norme unité, de longueur unité, des vecteurs unitaires qui se croisent a
ongle-droits. Prenez vos doigts. Vous alignez le majeur selon le premier vecteur
unitaire, le index, pardon, selon le premier vecteur unitaire, le majeur selon le
deuxiéme vecteur unitaire, ils se croisent a ongle-droits. On suppose gu'ils ont la
méme longueur pour simplifier. Puis maintenant vous dégenez avec le pouce. Vous
avez créé un repére. Un repeére dit ortho normal avec des vecteurs orthogonaux de
longueur unité. Alors pour vous rappeler, c'est trés facile. Ce qu'on aime bien faire
en général, c'est pointer du doigt. Ensuite, il y a un doigt qui porte un nom lié a
I'honneur, qui est le deuxiéme. Et puis vous dégenez la gachette avec le pouce.
C'est dans ce sens-la qu'il faut les prendre. Faites le méme exercice avec la main
gauche maintenant. Hop, pointer du doigt. Vous avez le majeur qui représente
I'honneur, qui orientait dans une autre direction. Et puis vous tirez avec la gachette.
Bon, alors maintenant vous placez votre main droite, les deux vecteurs dans un
plan horizontal et vous arrangez pour orienter les doigts de la main gauche dans la
méme direction, dans le méme sens. Vous les superposez. Regardez bien. Et donc,
voyez que quand vous avez placé les deux premiers, l'index est le majeur, il y a
deux orientations possibles pour le pouce. Soit il est orienté vers I'eau, soit il est
orienté vers le bas, 50, 50. Main gauche, main
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1.3.1 Repere direct

@ Repére direct : un repére direct est un repére orthonormé dont les
vecteurs de base satisfont la régle de la main droite ou la régle du
tire-bouchan (38, £a. #4).
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droite, si vous placez c6te a cbte, I'un est une image miroir de l'autre. D'accord ? notes
Donc il n'y a que deux possibilités, il n'y a que deux repéres directs possibles.
D'accord ? Le premier, si on prend la main gauche, qui a une symétrie, une
chiralité, une orientation qui essaie de la main gauche, la chiralité dit I'@vrogir et
pour la main droite, c'est la chiralité dit d'extrogir. Alors, I'histoire retire toujours les
droitiés. 99,9, voire une valeur plus élevée en poursant d'étudiants, vont suivre des
cours pour lesquels on utilise la regle de la main droite. Ce cours n'y fera pas
exception. Alors les gauchers dans la salle vont peut-étre se dire mais c'est pas
juste, c'est de la discrimination. Alors rassurez-vous, Newton était gauché de un et
de deux. Si les maths et la physique ont retenu la main droite, la nature a retenu la
main gauche. Pourquoi ? Parce que si vous prenez les acides aminés que vous
retrouvez dans le vivant, ils ont tous une chiralité qui est celle de la main gauche.
Vous voyez la nature fait bien les choses. Alors peut-étre que cette regle dite de la
main droite, d'accord, qui permet de définir un repere direct par rapport au repére
d'il indirect. Peut-étre que cette régle n'est pas celle qui vous convient le plus. Il y en
a peut-étre une autre qui vous conviendra mieux. S spécialement si vous venez
d'une région viticole, disons du Chablé, vos doigts ou valaisans ne soyons pas
racistes, d'accord, ou encore du Beaujolais, des Cotes du Rhéne ou du
Bordeaux-les, c'est la régle dite du Thierbouchon. Avant d'en parler, j'aimerais
encore mentionner que quand on définit un repére, il faut spécifier les vecteurs qui
le définissent dans I'ordre. Vous avez le premier ici, le deuxiéme, le troisieme. Ca
c'est pour le repére indirect. Nous on voudra le repére direct. Donc vous avez le
premier vecteur, X1,

résumé

page 75/100 - 1 - Etudier la mécanique




1.3.1 Repere direct

@ Repére direct : un repére direct est un repére orthonormé dont les
vecteurs de base satisfont la régle de la main droite ou la régle du
tire-bouchan (38, £a. #4).
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c'est un vecteur unitaire et pour représenter un vecteur unitaire, on va choisir d'avoir notes
un petit chapeau qu'on va placer sur le vecteur, d'accord ? Donc X1 chapeau est le
premier vecteur unitaire, X2 chapeau le deuxiéme et X3 chapeau le troisieme. Les
vecteurs seront toujours en caractere d'imprimerie, en latech, représentés en gras.
A la main, c'est difficile de le faire, donc en général on mettra une fleche pour éviter
gue la notation soit excessive. Quand c'est un vecteur unitaire, on met un chapeau,
ce qui signifie automatiqguement que le vecteur est unitaire, que c'est déja un
vecteur, d'accord ? Donc je vous disais, il faut retenir qu'un seul type de repére, le
repére direct. Donc quand vous faites I'examen, vous placez la main gauche
derriére votre dos et vous manipulez la main droite, d'accord ? Vous pointez du
doigt, le doigt d'honneur et ensuite la gachette, vous aurez compris. C'est un truc
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1.3.2 Produit scalaire

Produit scalaire : scalaire obtenu par produit symétrique des
cogrdonnées identiques de deux Vecteurs exprimes par rapport a un
repire direct (&), &2, &3).

Expression mathématique :

@ commutatif

@ vecteirs de base

I Elsder L s ankque

mémotechnique qui permet de retenir I'ordre dans lequel il faut procéder. Bien.
Passons maintenant a la régle du tir bouchon. Si vous prenez donc votre main
droite pour définir le repére, I'index d'abord pour le premier vecteur, x1 chapeau, le
majeur pour x2 chapeau qui est en bleu et finalement la gachette pour x3 chapeau,
donnée en vert. Alors si vous regardez votre main droite, ce que vous pouvez aussi
faire, c'est prendre tous les doigts de la main droite et les faire pivoter de x1
chapeau vers x2 chapeau. Et alors automatiquement, x3 chapeau, le troisieme
vecteur, est donné par I'orientation du pouce. Et ¢a, c'est ce que vous faites lorsque
vous débouchez une bouteille puisque vous imaginez qu'on a ici une bouteille,
d'accord, qu'on va faire tourner le manche de la bouteille de x1 chapeau vers x2
chapeau comme on le ferait avec la main droite, d'accord. Et ce qui va se passer si
on fait tourner, il faut que je fasse en l'autre sens, x1 chapeau vers x2 chapeau, et
bien automatiquement, si on a une chiralité droitiére, le pas de vis va s'enfoncer
dans la bouteille. D'accord ? Donc, la clé du processus, c'est le kébouchon,
d'accord ? Voila. Alors, ceci étant dit, on va maintenant définir ensemble le produit
scalaire. Alors, oui, je suis peut-étre ou juste vous raconter une anecdote. Pendant
guelques années, j'ai arrété de le faire maintenant. J'avais présenté aux étudiants la
regle du tirbouchon mathématique, et j'avais continué avec la regle du tirbouchon
social. L'idée était la suivante, il y avait une maniepe, et je demandais a quelqu'un
qui s'est levé le coup de me rejoindre a I'avant d'auditoire, je lui donnais un
tirbouchon, et il allait le planter dans le liege d'une bouteille qui débouchait ensuite,
ainsi que cing autres bouteilles, et on prenait un petit appareil a la fin du cours. J'ai
recu des réclamations a ce sujet en

notes
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1.3.2 Produit scalaire

Produit scalaire : scalaire obtenu par produit symétrique des
cogrdonnées identiques de deux Vecteurs exprimes par rapport a un
repire direct (&), &2, &3).

Expression mathématique :

@ commutatif

@ vecteirs de base
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me disant que c'était absolument indécent de proposer de I'alcool encore aux
étudiants durant les cours. Donc, évidemment, avec six bouteilles, pourquoi 250
étudiants ? L'état d'ébriété est assez difficile a atteindre. Donc, il n'y avait pas
mordom. Bon, bref, j'ai arrété de le faire, mais je vais quand méme vous raconter ce
qui m'avait été dit une fois dans une évaluation de cours suite a la régle du
tirbouchon mathématique et du tirbouchon social. Il y a un étudiant qui avait
beaucoup d’humour qui m'a dit,

notes
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1.3.2 Interprétation géométrique du produit scalaire

¢ Deécomposition du vec

e Vecteurs o et b
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(1.23) # Produit scalaire (1.23) compte tenu de (1.25) :

& Vecteurs a) et a

# Propriétés du produit scalaire

D, Spbaain Biw Furl

| Etudsr ki eebiimigunt

voila, je n'ai pas bien compris la régle du tirbouchon social, il faut que vous me
réexpliquiez. Ce que j'ai fait avec plaisir, bien sdr. Voila. Donc, ceci étant dit,
définissons maintenant le produit scalaire de deux vecteurs et on va faire ceci dans
un repere, dans un repére direct. Donc, le repére direct est défini dans l'ordre par
les trois vecteurs unitaires X1 chapeau, X2 chapeau et X3 chapeau. On va prendre
deux vecteurs qui ne sont pas des vecteurs unitaires qu'on va noter avec des
fleches A et B. Tout vecteur, toute fleche dans I'espace a trois dimensions peut étre
écrite comme combinaison linéaire des vecteurs unitaires. Donc, on prend les trois
vecteurs unitaires et on les multiplie par des grandeurs scalaires qui sont les
composantes des deux vecteurs dans la base donnée par le repére direct. Donc, on
aura a une fois le vecteur X1 chapeau plus a deux fois le vecteur X2 chapeau plus a
trois fois le vecteur X3 chapeau. On aura de la méme maniére B1 fois le vecteur X1
chapeau plus B2 fois le vecteur X2 chapeau plus B3 fois le vecteur X3 chapeau. Je
rappelle que les composantes Al, A2 et A3 ainsi que B1, B2 et B3 sont des
nombres. C'est des scalaires. Alors que les grandeurs ici avec des chapeaux sont
des vecteurs unitaires. Alors, comment est-ce qu'on définit produit scalaires ? Le
produit scalaire est défini comme un nombre et comme c'est un nombre et que les
nombres commutent, il est défini de maniere symétrique. On parle en anglais de dot
product, le produit point. C'est A point B. Il est défini de maniére symétrique. Qu'est
ce qu'on va faire ? On va multiplier les composantes des deux vecteurs par paire,
d'accord ? Avec les indices 1, 2 et 3. On aura donc Al fois B1 plus A2 fois B2 plus
A3 fois B3. Ce produit est commutatif. Ce

notes
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1.3.2 Interprétation géométrique du produit scalaire
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qui veut dire que si on décide de changer I'ordre des vecteurs dans le produit, on ne
change pas le résultat. Pourquoi ? Parce qu'on a des nombres. lls ont A1 qui vaut 2,
B1 qui vaut 3. Il est clair pour tout le monde que 2 fois 3 est égal a 3 fois 2. C'est
encore heureux. D'accord ? Sinon, ¢a serait beaucoup plus compliqgué demander a
l'inconne comment gérer de telle structure. Donc, le produit scalaire de A avec B est
commutatif. Il est donc égal au produit scalaire de B avec A, ce qui ne sera pas le
cas du produit vectoriel. Bon. Alors, compte tenu de la décomposition dans la base,
dans le repére direct. Si on fait le produit des vecteurs A et B écrits comme
combinaison linéaire des vecteurs unitaires, on a besoin d'une régle qui nous donne
le produit scalaire des vecteurs unitaires. Qu'est-ce qu'on voit ? Si on multiplie les
deux premiers, ¢a nous donne simplement les préfacteurs Al et B1. Dans les deux
premiers, on a le méme vecteur unitaire. C'est pareil pour les deux suivants. C'est
pareil pour les deux derniers. Et donc, si on multiplie des vecteurs identiques, on
doit trouver un. En revanche, si on a des composants différents, il y a encore
d'autres exemples, ¢a doit donner zéro. Et donc, la régle est la suivante. Le produit
scalaire d'un vecteur unitaire, disons le vecteur X, avec un vecteur unitaire qui est le
vecteur X, J va étre égal a ce qu'on appelle le symbole de chronécaire delta Hj ou
pour tous les | et J qui peuvent prendre des valeurs entiéres de 1 & 3, le symbole de
chronécaire delta Hj est défini de la maniére suivante. Il vaut 1 dans le cas ou les
indices sont égaux, il vaut 0 sinon lorsqu'ils sont différents. Voila, ¢a c'est la regle
de cuisine. Bon, alors maintenant, ce qu'on

notes
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va montrer, c'est qu'il y a une interprétation géométrique trés notes
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1.3.3 Produit vectoriel

@ Produit vectoriel : vecteur obtenu par produit antisymétrique des
coordonnées différentes de dewsx vecteurs et d'un autre vecteur de base
d'un repére direct (£, Fq. Tq)

0= &) + azds + a3y (1.22)

b= III. J-"| 1 |I.'_: .F:_! 1 |I.'_.\lI .F'..:

@ Expression mathématigque -
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axb = (. by -agb) 7t (yb, — aa byt (aab™ P:r_u .
Q@ anticommutatif : E.u._l; = - Eﬁ-q (1.33)

"
@ vecteurs de base © (1.34)

@ non-associatif

I Enhsdur L s ankques

belle qui se cache derriére le produit scalaire. Alors, pour le voir, il va falloir qu'on notes
prenne nos vecteurs A et B et qu'on les dispose dans un plan, on peut toujours les
placer dans un plan, d'accord, issu du méme point. Ce point, on va le prendre
comme origine du repére direct gu'on s'est choisi, c'est un repére direct, comment
est-ce qu'on peut le voir ? Eh bien, vous prenez l'index de la main droite, vous
l'alliez selon X1 chapeau, le majeur selon X2 chapeau, vous voyez que le pouce
sort du plan, il est orienté vers I'eau, d'accord ? Bon, alors maintenant, on a le
vecteur A qui est ici, le vecteur B qui est Ia, on a un anctéta en tracés de vecteurs,
d'accord ? Alors pour y voir un peu plus clair, pour comprendre la géométrie cachée
la derriére, on va vectoriellement écrire le vecteur A sous sa forme composée d'un
vecteur A paralléle & B et d'un vecteur A perpendiculaire a B, comment est-ce qu'on
les trouve ? Eh bien, on prend ce vecteur, c'est droite orienté, qu'on va projeter
selon B avec une projection orthogonal, on trouve un premier vecteur qui est a
parallele, évidemment, que si on le projette selon la droite orthogonal a B, d'accord,
on trouve A perpendiculaire, la somme des deux, la somme vectorielle, on les place
bout a bout, c'est ca une somme vectorielle, vous avez le premier vecteur ici, vous
ajoutez le deuxiéme |a, et bien ¢a va vous donner un, c'est commutatif, donc vous
pouvez commencer par celui-ci et ajouter ensuite l'autre 1a, vous allez trouver le
méme résultat, ou plutdt vous allez le faire comme ¢a, ¢a revient en méme, vous
avez le vecteur qui est 14, qui est le méme puisque méme si l'origine est différente,
l'orientation reste la méme. Maintenant, ces vecteurs, on va les écrire en termes
des normes qu'ils ont et de
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1.3.3 Produit vectoriel

@ Produit vectoriel : vecteur obtenu par produit antisymétrique des
coordonnées différentes de dewsx vecteurs et d'un autre vecteur de base
d'un repére direct (£, Fa. Tq).

0= &) + azds + a3y (1.22)
h = III. J-‘"| 1 |I.'_: .F:_! T |Ir_.\lI .F"..:

@ Expression mathématigque -
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leur orientation a I'aide de I'angle theta. Donc on va les écrire comme combinaison notes
linéaire des vecteurs unitaires de notre repére direct. Commencons par le vecteur
A. Alors si on prend le vecteur A, on va commencer par disons A perpendiculaire,
qui est ici, d'accord, si on prend le vecteur A, qu'on prend sa norme, sa longueur, on
va noter cette norme de la maniére suivante, on met deux traits paralléles verticaux
a gauche et a droite, ¢a c'est la norme du vecteur, d'accord, la longueur. Et puis on
va le projeter, donc ici on a un tri en grecque angle avec un angle theta, on va le
projeter sur le cathéte opposé qui dit la projection sur le cathéte auto-opposé dit le
sinus de l'angle theta, d'accord ? Quelle est 'orientation de ce vecteur A
perpendiculaire ? Il est paralléle au vecteur unitaire x1 chapeau, c'est donc la
norme de A fois le sinus de theta fois x1 chapeau. On fait la méme chose
maintenant pour le projeter parallélement & B, d'accord ? On aura la norme du
vecteur A, on va projeter sur le cathéte qui est adjacent a I'angle theta, ce qui va
bien s0r faire intervenir le cosine de I'angle theta fois le vecteur unitaire
correspondant qui est x2 chapeau, d'accord ? Pour le vecteur B, c'est beaucoup
plus simple, il est colliné a x2 chapeau, c'est tout simplement sa norme, sa
longueur, B fois x2 chapeau, d'accord ? Bon, alors maintenant on applique la
recette de cuisine. Le produit scalaire du vecteur A avec le vecteur B, c'est le
produit des composantes identiques de ces deux vecteurs. Alors le plus simple c'est
B. B, il a une seule composante qui est selon x2 chapeau, il n'y a que B2 qui est
non nul. Donc dans I'ensemble des termes, Al, A2, B2, A3, B3, le seul terme en B
n'ont nul, c'est le deuxiéme, donc il
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@ non-associatif

I Enhsdur L s ankques

va falloir multiplier la deuxieme composante de A par la deuxiéme composante de B notes
soit A, la norme de A fois le cosine de theta, fois la norme de B, en d'autre termes,
c'est la norme de A, fois la norme de B, fois le cosine de I'angle entre les vecteurs.
Alors ¢a c'est un résultat trés intéressant. Pourquoi ? Il est ou le repere ? Il a
disparu. Pourquoi est-ce qu'il a disparu ? Parce qu'on a un produit qui est
intrinséque au vecteur A et B. Comment est-ce qu'on définit ce produit scalaire a
l'aide des longueurs des vecteurs A et B et de I'angle entre les vecteurs ? Ca ne
dépend pas du choix du repére qu'on a pris. C'est pour ¢a qu'il est défini de cette
maniere. En plus, ce produit scalaire dénote le parallélisme et c'est ce qu'on va voir
tout de suite en écrivant les vecteurs A paralléles, qui est la norme de A fois le
cosine de theta, fois x de chapeau, et A perpendiculaire, qui est la norme de A fois
le sine de theta, fois x a un chapeau. Commencons a titre exemple, commencgons
par prendre le produit scalaire du vecteur A avec lui-méme. On prend la définition
qui est ici, on remplace B par A. On va se retrouver avec la norme de A, fois la
norme de B qui est la norme de A, fois le cosine de I'angle entre A et lui-méme, et le
cosine de l'angle entre A et lui-méme, c'est le cosine de I'angle zéro. Excusez-moi.
Dans 1.9, on n'a pas mis d'orientation avec la norme de A multipliée par la norme
de B multipliée par cos theta. Alors, je vois ou voulez en venir, c'est une bonne
guestion, ce qu'on a, c'est une orientation relative du vecteur B par rapport au
vecteur A. En revanche, il n'y a aucune référence par rapport au repére. Dans
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1.3.3 Produit vectoriel

@ Produit vectoriel : vecteur obtenu par produit antisymétrique des
coordonnées différentes de dewsx vecteurs et d'un autre vecteur de base
d'un repére direct (£, Fa. Tq).

0= &) + azds + a3y (1.22)
h = III. J-‘"| 1 |I.'_: .F:_! T |Ir_.\lI .F"..:

@ Expression mathématigque -

— - - 1|-b1 ﬁ:
axb = (avby=agby) t (b, — a1 byflr (@™ u:lj:rzg

Q@ anticommutatif : E.u._l; = = g (1.33)

@ vecteurs de base :  x; (1.34)

@ non-associatif

I Enhsdur L s ankques

notre terme, vous pouvez prendre votre paire, puis maintenant, vous le faites notes
tourner dans l'espace, sur une spheére, autour du point O. Vous donnez l'orientation
gue vous voulez, le résultat sera le méme. Alors, ce qui va changer évidemment,
c'est I'écriture explicitie cite des vecteurs dans la base, mais le résultat sera toujours
le méme. Ca ne va pas dépendre du repére choisi. Mais ¢a va dépendre, vous avez
raison, de |'orientation respective de A avec B. Ca, c'est clair. Donc, le produit du
scalére du vecteur A avec lui-méme, c'est le carré de la norme de ce vecteur. Alors,
maintenant, ce qu'on peut faire, c'est prendre un produit scalaire de A paralleéle avec
B, par exemple. Qu'est-ce qu'on constate ? A paralléle et orienté selon X2
chapeaux, B est aussi. Donc, lorsqu'on les multiplie, on trouve le méme résultat que
si on avait bétement pris le produit scalaire de A avec B. Maintenant, si on prend le
produit scalaire de A perpendiculaire avec B, qu'est-ce que ¢ca va donner ? Zéro,
exactement. Pourquoi ? Parce qu'en fait, A perpendiculaire est orienté selon X2
chapeaux, B selon X2 chapeaux, X1 chapeau, X2 chapeau, le produit scalaire est
nul. Si les vecteurs sont orthogonaux, produit scalaire est nul. Si les vecteurs sont
paralleles, A, on trouve, si ils sont orientés dans le méme sens, on trouve la valeur
maximale du produit scalaire, et elle va étre minimale si ils sont orientés a 180°.
Donc, le produit scalaire est une mesure du parallélisme entre les vecteurs. Donc, il
y a une partie de l'information qui manque, qui est liée a I'orthogonalité entre les
vecteurs. Cette partie, on va la traiter dans le cadre du produit vectoriel. Louis, vous
avez une question ? Par exemple, si le corps donnait dans une autre... Il y en a un
avec le vecteur, par exemple, les croix ? Oui. Il y a une chose qui a
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1.3.3 Produit vectoriel

@ Produit vectoriel : vecteur obtenu par produit antisymétrique des
coordonnées différentes de dewsx vecteurs et d'un autre vecteur de base
d'un repére direct (£, Fq. Tq)

0= &) + azds + a3y (1.22)
h = III. J-"| i |I.'_: .F:_! T |I.'_.\lI .F'..:

@ Expression mathématigque -

— - A 1-'”1 ﬁ:
axb = (ay by -agby) + (ab, — a by)i+ (™ [Ij.'-:'_ﬂl

Q@ anticommutatif : E.u._l; = = g (1.33)

"
@ vecteurs de base © (1.34)

@ non-associatif

I Enhsdur L s ankques

l'air trés bien, c'est qu'il ne faut pas se changer ¢a. Alors, vous avez parfaitement notes
raison. Si vous prenez un vecteur A et un vecteur B, quelconque, en d'autres
termes, ¢a reviendrait a changer l'orientation du repére. Vous avez trois
composants non nuls pour les deux vecteurs. Quelconque. Quand vous faites le
produit scalaire, vous allez tomber sur le méme résultat, puisque le résultat va
dépendre uniqguement de la norme de A, de la norme de B et du cosysus de theta.
Ce qui va changer, c'est la paramétrisation. Ce qui va changer concrétement, c'est
I'écriture explicite des vecteurs A et B dans la base, puisque vous aurez alors, au
sens de l'algebra, un changement de base. D'accord ? Voila, donc passons
maintenant au produit vectoriel, le plus intéressant des deux. D'accord ? Le produit
vectoriel, lui, va s'écrire avec une croix. Il va nous retourner un vecteur. Donc le
produit vectoriel de A avec B, c'est A croix B. Alors, dans la plupart des livres de
mécanique francophone, oui ? on va prendre un multi positif de A par exemple. Et
maintenant si ce multiple est négatif, la c'est... Si vous voulez, les vecteurs sont
orientés a 180°. Ce moment-Ia, le résultat sera minimal, mais il sera non nul. Le fait
gue ce soit non nul, reflete le paralysme. Alors maintenant, si le produit scalaire se
fait avec des vecteurs qui ont des orientations différentes, ce qui va compter au final
dans le produit, c'est la projection d'un vecteur sur l'autre, et c'est en ce sens que le
produit scalaire tient compte de l'information liée au paralysme. D'accord ? Donc il y
a une partie d'information qui manque qui va se cacher dans le produit vectoriel. Ce
produit vectoriel, j'insiste sur le fait que I'écriture correcte, c'est avec une croix.
Parce que I'écriture avec un wedge, c'est autre chose. C'est le produit extérieur
d'une algébre, qui est ce qu'on
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1.3.3 Produit vectoriel

@ Produit vectoriel : vecteur obtenu par produit antisymétrique des
coordonnées différentes de dewsx vecteurs et d'un autre vecteur de base
d'un repére direct (£, Fa. Tq).

0= &) + azds + a3y (1.22)
h = III. J-‘"| 1 |I.'_: .F:_! T |Ir_.\lI .F"..:

@ Expression mathématigque -

— - - 1|-b1 ﬁ:
axb = (avby=agby) t (b, — a1 byflr (@™ u:lj:rzg

Q@ anticommutatif : E.u._l; = - EH-; (1.33)

@ vecteurs de base :  x; (1.34)

@ non-associatif

I Enhsdur L s ankques

devrait faire ensemble, mais qu'on ne va pas faire parce qu'on m'a chargé de vous notes
enseigner la mécanique classique dans la structure d'un espace vectoriel, et donc
on a besoin du produit vectoriel, qui est intéressant, méme s'il a certaines propriétés
qui le rendent un peu pathologigues. Bien. S'il y a une symétrie cachée derriere le
produit scalaire, il y a une antisymmeétrie cachée derriére le produit vectoriel, oui ?
Pourquoi, moi j'ai vu, dans mes contes physiques, j'avais eu des coups de foin de
chapeau, justement le wedge, justement, pourquoi ¢ca peut arriver qu'il y ait un
régal, en souvent, il prend du fait que c'était égal, d'une a l'autre ? L'un est le dual
de l'autre. C'est-a-dire que le produit extérieur d'une algébre définit un bivecteur qui
est un élément de plan orienté, alors que le produit vectoriel va définir un vector qui
a la propriété, je vais vous le montrer dans quelques instants, que sa longueur n'est
pas une longueur mais représente une air, a cause de la dualité, d'accord ? Alors,
comme il y a cette dualité, la plupart des physiciens, I'enjambes allegrement et
considérent que c'est pareil, ¢a ne l'est pas au sens mathématique, d'accord ?
Voila, donc je me permets de le mentionner, parce que c'est un point trés trés
intéressant en fait. Bref, c'est lié a la structure des quaternions qui permettent de
traiter les rotations de maniére intrinséque sans faire appel a des matrismes, on
pourrait en parler plus tard, ou apres le cours si ¢a vous intéresse. Donc, on a une
antissimétrie cachée derriére le produit vectoriel des vectors A et B, qui va se
manifester en termes des composantes. Dans le cas général, on va se retrouver
avec 3 composantes, une premiére selon X5 chapeau, une deuxiéme selon X2
chapeau, et une troisieme selon X3 chapeau, d'accord ? Alors, pour la premiére, on
va faire intervenir des composantes de A
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1.3.3 Produit vectoriel

@ Produit vectoriel : vecteur obtenu par produit antisymétrique des
coordonnées différentes de deux vecteurs et d'un autre vecteur de base

d'un repére direct (£, Fa. Tq).
a =i &) +as s + a3 ¥y
b= III.J-‘"| 1 |I.'_: .F:_! 1 |Ir_.\lI .F"..:

@ Expression mathématigque

axlb = (@ by - agbs) s+ (b, — & byJi+ (aubr™

@ anticommutatif : Ex.-l; = - Eﬁ;

@ vecteurs de base : Q.;

@ non-associatif

I Enhsdur L s ankques

L) ¥z
(1.32)

[1.36G]

et B qui sont différentes d'un, soit 2 et 3. Et comme on veut qu'on ait cette
antissimétrie, on va le définir comme A2 x B3, et il faudra retrancher A3 x B9.
Ensuite, pour le deuxiéme terme, on va avoir des composantes de A et B qui sont
différentes de 2, d'accord ? Alors, on va choisir, pour garder la structure liée a la
main droite en réalité, on va choisir A3 x B1, et il faudra retrancher A1 x B3. On va
terminer avec le troisieme terme, qui va faire apparaitre des composantes de A et
B, différentes de 3, soit 1 et 2. On va prendre Al x B2, moins A2 x B1, d'accord ?
Par construction, ce produit vectoriel est antissimétrique. C'est-a-dire que le produit
vectoriel de A avec B est I'opposé du produit vectoriel de B avec A. Vous pouvez
tout de suite le voir, puisque si vous changez A par B et B par A, vous voyez que
vous obtenez l'opposé du signement qui se trouve ici dans chacun des termes,
d'accord ? Ca a une signification assez profonde sur le plan géométrique gu'on va
voir dans quelques instants. Alors maintenant, si vous prenez le vector A écrit en
composant dans le repére le vector B aussi, et que vous effectuez ce produit, vous
allez vous retrouver avec des produits vectoriels des vecteurs unitaires, qui doivent
satisfaire une structure qui, pour le coup, est un petit peu plus compliquée que la
précédente, méme nettement plus compliquée que la précédente. Donc si on prend
un vector, le vector xi,

notes
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Interprétation géométrique du produit vectoriel

¢ Décomposition du vecteur a :

=il +a {1.27)
e Vecteurs a et b :
al sinfl @) + |a| cosf i,
| 1.28)

DO ||I:| VECTOWUr a4
norme du vecteur b

(1.37)
F

& “Vecteurs a; et a

i alcosfds o a, a | sin #' 2y [ 1.300)

@ Propriétés du produit vectoriel :
1] a

I Elsdier s ssoandque

gu'on fait le produit vectoriel avec le vector xj, on va trouver un multiple du vector notes
xk. Ce multiple fait apparaitre un coefficient qu'on va appeler epsilon ijk, qui est en
fait le coefficient du tenseur complétement antisymmeétrique devant trois de l'evitcita
peu importe. Je vous donne la termes techniques, méme si ¢a viendra plus tard,
d'accord ? Donc ici, les coefficients i, j et k peuvent prendre des valeurs 1, 2 et 3. Je
vous parlais d'antisymmétrie parce que ces coefficients de I'evitcita epsidon ijk sont
définies de la maniére suivante. Il y a une coefficient de référence pour laquelle i, j
etk vont 1, 2 et 3. D'accord ? Donc, epsilon vaut 1, xi, epsilon et epsilon 1, 2, 3.
Derriére se cache le groupe des permutations. Chaque permutation, comme si
antisymmeétrique, va changer le signe. Donc si je permute 1 et 2, je change le signe.
Si je permute 2 et 3, je change le signe. Donc si je fais 2 permutations successives,
moins, moins, ¢a fait plus, j'ai encore 1. Donc ce sera le cas pour epsilon. 2, 3, 1,
ainsi que pour epsilon. 3, 1. Et si on fait une seule permutation, on a moins 1. Ca
sera le cas pour epsilon. 3, 2, 1. Pour epsilon. 2, 1, 3. Et pour epsilon. 1, 3, 2.
D'accord ? Ca, c'est les seules permutations que vous pouvez faire avec 3 chiffres
différents. 1, 2 et 3. Il y a 6 possibilités. Voila. Sinon, si vous avez 2 chiffres
identiques, voire 3 chiffres identiques, comme c'est antisymmeétrique, forcément le
résultat doit étre nul. D'accord ? Donc c'est 0 dans tous les autres cas. En réalité, 3
X 3 x 3, ¢a fait 27 termes, qui se trouvent dans une sorte de Rubix Cube, qui est en
fait, qui est représentée par 3 matrices successives dans 3 plans. D'accord ? lly a
27 composantes. Vous avez
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1.3.3 Interprétation géométrique du produit vectoriel

¢ Décomposition du vecteur a :

=il +a {1.27)
e Vecteurs a et b :
al sinfl @) + |a| cosf i,
| 1.28)

DO ||I:| VECTOWUr a4
norme du vecteur b

(1.37)
F

& “Vecteurs a; et a

i alcosfds o a, a | sin #' 2y [ 1.300)

@ Propriétés du produit vectoriel :
1] a

I Elsdier s ssoandque

6 composantes non nulles, qui sont ces composantes-la. D'accord ? Donc, vous notes
avez, avec cette regle de cuisine-la, vous retrouvez la structure du produit vectoriel.
Bon. Ce produit vectoriel, il n'‘est pas associatif en général, ce qui veut dire qu'il faut
faire attention a I'ordre des parenthéses. Donc le produit vectoriel du vector A, avec
le vecteur obtenu par produit vectoriel des vecteurs B et C, sera, en général, méme
s'il y a des cas particuliers, différent du vecteur obtenu par produit vectoriel d'Ol et
de B, le produit vectoriel avec C. D'accord ? Ce n'est pas la méme chose. Bon. Ce
produit vectoriel, on peut aussi l'interpréter géométriguement et justement, cette
interprétation est trés intéressante.
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1.3.3 Produit vectoriel

@ Produit vectoriel : vecteur obtenu par produit antisymétrique des

coordonnées différentes de deux vecteurs et d'un autre vecteur de base

d'un repére direct (i, Fa, $q).
@ =i & + @ @B + ay Fy

b= f.l| :i‘: 1 III_> J‘-‘_.- ) |I|.II .J-‘"'_.|

@ Expression mathématigue

axp = (avby-asba) #a t (ﬁ;b., - a byt {mh‘q‘

@ anticommutatif : En.-l; = = bra

@ vecteurs de base : ;'; * :J' = fu‘h 1-1 |"".-,',j k= N5

A pe-r Eqey, Tz, EZVEY
ol Eik = 4
J =4 p=r Sy Ezin: v
C sinem
@ non-associatif ;I{:!E) - (EAE) x &

. Sybwain Brithel 1 Etusbor b rrsb i

(1.22)

A

1:...)}‘51
(1.32) |

(1..33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)

On va reprendre les vecteurs A et B qu'on avait précédemment, avec la méme
orientation par rapport au repére direct qu'on s'est choisi. D'accord ? Seulement
maintenant, ces vecteurs A et B vont engendrer un parallélogramme qui se trouve
ici qui aura un sens géomeétrique. Tres clair, dans quelques instants. D'accord ?
Alors, ce qu'on va faire, c'est qu'on va prendre la décomposition de A en A paralléle
et en perpendiculaire, qui se reflete dans la représentation de ces vecteurs dans le
repére direct, et on va simplement écrire la définition du produit vectoriel. Ce produit
vectoriel attend complétement antismétrique, dans ce produit, apparaissent des
composants de A et B qui sont différents, qui multiplient un vecteur unitaire encore
différent. D'accord ? Alors, le facteur limitant ici, c'est B. B est orienté selon le
deuxiéme axe. A a deux orientations possibles, le premier et le deuxieme. Donc
clairement, les termes qui vont apparaitre, ¢ca va étre Al et B2. D'accord ? Bon.
Alors, si on prend la structure qu'on a définie, le tout premier terme, c'était A1 x B2 x
X3 chapeaux. En condivence, non ? C'est A1 x B2, soit la norme de A, soit la norme
de B, soit le sinus de I'angle entre les vecteurs, soit quoi ? Faut avoir le troisieme
vecteur unitaire qui a X3 chapeaux. Alors, ¢a en soi, c'est trés intéressant. Parce
gue, prenez votre main droite. Vous alignez l'index de la main droite selon A. Vous
alignez le majeur selon B. Dans le plan horizontal, gu'est-ce que vous voyez ? Le
pouce est orienté selon I'axe vertical, selon X3 chapeaux. D'accord ? C'est
I'orientation du produit vectoriel de A avec B. OK ? Donc en fait, si on regarde ce
produit vectoriel, on voit que la aussi, méme si, d'apparence, c'est pas le cas, il est
indépendant du repére choisi pourquoi. Parce qu'on a le produit des normes des
vecteurs, 'orientation relative

notes
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1.3.3 Produit vectoriel

@ Produit vectoriel : vecteur obtenu par produit antisymétrique des
coordonnées différentes de deux vecteurs et d'un autre vecteur de base
d'un repére direct (i, Fa, $q).
@ =& + as s + ay s (1.22)

b= f.l| :i‘: 1 III_> J‘-‘_.- ) |I|.II .J-‘"'_.|

@ Expression mathématigue ,.

_ _ - e ¥z
BXE = (aubs - mgb) Tt (uby = sabyfZer b 1))

2@ anticommutatif : En._l; = = hxe (1.33)

@ vecteurs de base : % x :j ke ;; I"",-,',j k= AZ3(1.34)

"'l F*"'f "‘E-H‘.}, 52}4_,. 5141,
1 = [ 1.35
Lalll} E‘Jk - _{ r._'__ .E 11"" E‘_z‘} . E,‘;'p L}
O sinen
@ non-associatif : &« ( L',.E) £ (3xb)*cC (1.36)

. Sybwain Brithel 1 Etusbor b rrsb i

de l'un par rapport a l'autre, vous allez me dire, oui, mais bon, il reste X3 chapeaux. notes
Oui, mais X3 chapeauy, il est simplement défini par le fait qu'on a la régle de la
main droite, qui ici se trouve coincidée avec X3 chapeaux, mais si on avait fait une
rotation du repére, on aurait eu autre chose. D'accord ? Donc la aussi, ce produit
vectoriel est indépendant a la regle de la main droite prés, d'accord ? Du repére
choisi. Donc on a encodé en fait I'information contenue dans I'orientation relative de
A et B en deux produits, un produit symétrique et le produit scalaire, un produit
antisymmeétique et le produit vectoriel, oui ? C'est juste que vous avez dit que le
produit vectoriel peut-étre un produit aussi. Je ne suis pas nerveux de voir ce que
¢a donne avec le produit vectoriel. Concrétement, c'est une bonne question. Alors
je crois que je... Oui, je vais le... Voila.
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1.3.3 Interprétation géométrique du produit vectoriel

¢ Décomposition du vecteur a :

a=a) +a (1.27)
e Vecteurs a et b
al sinf @) + |a| cosf i,
| 1.28)

O ||I:| VECTOWUr a4
norme du vecteur b

# Produit wectonel [1.32) compte tenu de (1.34) :

axp = IENNT) cind % (1.37) |
& Vecteurs a) et a

i alcosfds o a, al sind 2y [ 1.300)

@ Propriétés du produit vectoriel :
1] Q

I Elsder s sstoandques

Si on revient en arriere, regardez bien, vous avez des composantes qui sont notes
différentes. Ca, c'est la premiére chose. Et puis si vous prenez ces composantes,
terme a terme, vous voyez que c'est antisymmeétrique dans le sens ou si on permute
A et B, on va changer signe, d'accord ? Parce que si j'ai A2 x B3, je les permute, je
tiens quoi ? A3 x B2, qui est justement I'opposé de l'autre. D'accord ? Qu'est-ce que
je veux dire ? Donc terme a terme, c'est antisymmeétrique. Ca va se refléter a ce
niveau-la. C'est que je prends A et B, ils anticommutent. Si je les permute, si je les
commute, d'accord, je change le signe. Et ¢a, c'est un sens du géométrique qui va
étre trés clair dans un instant.
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1.3.3 Interprétation géométrique du produit vectoriel

¢ Décomposition du vecteur o :

a=a) +a; {1.27)
e Vecteurs a et b
al sinfl @) + |a| cosfE,
1 1.28)

DO ||I:| VECTCWUr a4
norme du vecteur b

# Produit wectonel [1.32) compte tenu de (1.34) :

axp = IENNG) cind % (1.37) |
& Vecteurs a et a

i alcosfds o ay a | sin ##y [ 1.300)
& Propriétés du produit vectoriel :

@ oxs = o aEﬂ(”b=E @ o, vk =axb (1)

I Enhsder L sbgankqus

D'accord ? Donc, si on reprend ce produit vectoriel, donc I'orientation de x3 notes
chapeau est donnée par la régle de... Pardon. Si elle doit x B est donnée par la
regle de la main droite, ce sera toujours vrai. D'accord ? Donc, index, majeure,
pouce. OK ? Et puis, la norme de ce produit vectoriel est intéressante. C'est quoi ?
C'est la norme de A, fois la norme de B, fois le sinus de I'angle. On va le rapser,
pour simplifier. Prenons un angle aigu, il sera de toute fagon positif, le sinus sera
positif. Fois la norme de x3 qui voit. D'accord ? C'est quoi la norme de B ? Fois la
norme de A, fois le sinus de theta. Regardons la géométrie. Le vecteur B, il est la.
Sa norme, c'est quoi ? C'est tout simplement la base du paralléle lograme. Et puis,
si on prend la norme de A, qu'on le projette orthogonalment a B, on a la norme de A
perpendiculaire. Le produit des deux, basse fauteur, c'est I'air du paralléle lograme.
Et donc, la norme, la longueur du vecteur obtenu par produit vectorial de A et de B,
représente en réalité une r. Et donc, ce vecteur est un faux vecteur. C'est un
vecteur axial. Et ce vecteur traduit une surface. C'est pour ¢a que dans une algébre
ou on a des éléments de plan orienté, ce vecteur est vraiment... se présenterait
réellement comme un bivecteur qui est un élément de plan orienté. D'accord ? Et il
y a cette dualité qui fait qu'on utilise soit une notation soit l'autre. D'accord ? Alors,
continuons. Les propriétés du produit vectorial sont les suivantes. Si on fait le
produit vectorial de A avec lui-méme, on remplace B par A. L'angle entre le vecteur
A et lui-méme, c'est un angle nul. Le sinus d'un angle nul est nul. Donc, le produit
vectorial est nul. Pourquoi ? Parce que
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1.3.3 Interprétation géométrique du produit vectoriel

¢ Décomposition du vecteur o :

a=a) +a; {1.27)
e Vecteurs a et b
al sinfl @) + |a| cosfE,
1 1.28)

DO ||I:| VECTCWUr a4
norme du vecteur b

# Produit wectonel [1.32) compte tenu de (1.34) :

axp = IENNG) cind % (1.37) |
& Vecteurs a et a

i alcosfds o ay a | sin ##y [ 1.300)

& Propriétés du produit vectoriel :

@ oxs = o aEﬂ(”b=E @ o, vk =axb (1)

I Enhsder L sbgankqus

l'air du parallele lograme représente la longueur du vecteur. Or, si vous prenez deux notes
vecteurs qui deviennent collinaires, le paralléle lograme a une surface nul. Voila, le
vecteur et le vecteur nul. Attention, un vecteur nul, c'est un zéro avec une fléche
dessus. Ce n'est pas un zéro sans fleche. C'est un zéro sans fleche dans une
algébre, mais dans un espace vectorial, il faut distinguer I'escalaire des vecteurs.
Donc, si vous plait, mettez des fleches sur les zéro quand c'est des vecteurs.
Mettez des fleches sur les vecteurs ou les chapeaux s'y saient, des vecteurs
unitaires, le casse-et-chis. Prenons maintenant le produit vectorial & paralléle avec
B. Bon. Alors, si on prend A paralléle, il est orienté selon XO de chapeau,
c'est-a-dire gqu'il est colliné a B. Donc, ils ont des composantes non-nul qui sont
identiques, puisque le produit vectorial est complétement tismétrique, ¢a nous
donne tout de suite un résultat nul. En revanche, si on prend maintenant le produit
vectorial de A perpendiculaire avec B, eh bien, on a le méme résultat que si on
prend le produit vectorial de A avec B. D'accord ?
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1.3.3 Expérience - Régle du tire-bouchon

@ En tournant le manche du tire-bouchon dans le sens des aiguilles d'une
montre du vecteur a vers le vecteur b, on le visse dans la direction du

vecteur a = b

@ En tournant le manche du tire-bouchon dans le sens trigonométrique du
vecteur b vers le vecteur a, on e dévisse dans la direction du vecteur

b= a ax b

I Elusder s sstoandique

Donc, on voit que, quand on a un parallélisme, il y a une information nul. Cette notes

information importante qui se cache dans le produit vectorial, c'est I'orthogonalité
qui se trouve ici. Donc, ces produits se complétent. D'accord ? On a le parallélisme,
symeétrique, I'orthogonalité qui est antisymmeétrique. Alors, pour visualiser bien ce
gue ¢a signifie concrétement, d'accord ?
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1.3.4 Produit mixte

& Produit mixte : produit scalaire de deux vecteurs dont I'un est obtenu
par produit vectoriel de deux vecteurs,

1] &y + e +

,} = III'_ .F'| T |I|'_: .F!_! T |Ir_.{ J_'_.:

@ Expression mathématique :

| Elsdur s sy ankque

On va prendre ici le tir bouchon. Alors, si vous regardez le dessin qui s'affiche ici &
I'écran, prenez la régle de la main droite, vous allez aligner le majeur... Non, l'index
de la main droite selon A, le majeur selon B, et si vous faites ceci, d'accord ? Vous
voyez que le pouce va rentrer dans le plan, comme cela. Vous pouvez s'y le faire
avec un tir bouchon. Vous placez le tir bouchon tel que le manche soit orienté selon
A, vous faites basculer, regardez bien, faites basculer le manche vers B, et vous
voyez que le pas de vis s'enfonce dans I'yége, d'accord ? Qui serait le sagesse qui
est derriére ? D'accord ? Donc, ¢a vous donne cette orientation-la. Que se passe-t-il
maintenant si vous le faites dans l'autre sens ? Si vous le faites dans l'autre sens,
vous faites le produit vectoriel de B, donc vous avez l'index selon B, le majeur selon
A est le vecteur obtenu et de sens opposé, et ceci sera donc le produit vectoriel de
B avec A, qui est I'opposé du produit vectoriel de A avec B. Pourquoi ? Parce qu'un
mouvement de rotation dans un plan va se traduire selon I'axe de rotation par un
vecteur qui le décrit, qui a simplement changé de signe. Dans ce sens ? Dans
celui-ci, d'accord ? On visse, on dévisse, ok ? C'est pour ¢a qu'on a cette structure
anticommutative entre A et B cachés dans la structure méme du produit vectoriel.
Bon, alors, dans le temps qu'il nous reste,

notes
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1.3.5 Identité vectorielle

@ Double produit vectoriel : produi
est obtenu par produit vectoriel de

deus vecteurs dont |'un est obtenu
rs. ax(bhxe)= (II_- (byes — bary )

- Ilrrr:I_lll.-e'-u, ".l|r.::

(1.39) ; {. (Bacy — byea)
@ Vecteur : antisymétrique par perm
Jbh—(a-b) e
(1.40) ( (arer + azex + ages) by — (gebi
l-) <yt fﬁqb;' 'ﬂ'u'MJ'*:: J v t (@1c) + feer + agcy) be — (@b

{EHIJ'I' } [ gy + aare + aaer) by [yl

= (1.41) @ ldentité vectorielle :

1 Ensda

on va encore rapidement introduire le produit mixte de 3 vecteurs. Vous allez voir, notes
¢a va s'y aller. Les voila écrits en composantes. Ce qu'on veut, c'est le produit
scalaire d'un premier vecteur obtenu par produit vectoriel de A et de B avec un 2e
vecteur, un 3e vecteur qui essaie. Et le composante du produit vecteur s'écrire les
composantes du produit vectoriel de A avec B. On les connait. Ces composantes,
c'est A2 B3 moins A3 B2. Bon, termine, je laisse un peu de place, plus. A3 B1
moins Al B3 plus... Non, &, j'ai oublié de laisser un peu de place, excusez-moi.
Voila. Plus A1 B2 moins A2 B1. D'accord ? Quand on fait un produit scalaire,
gu'est-ce qu'on fait ? On multiplie les mémes composantes des deux vecteurs.
Donc, vous avez ici, entre parenthéses, les composants du vecteur obtenu par
produit vectoriel de A et de B qu'on va multiplier par les composantes
correspondantes de C, a savoir, C1, C2, et C3. Voila le produit mixte. D'accord ? Ce
produit mixte, il a des propriétés intéressantes. Si on écrit le produit mixte des
vecteurs A, B et C, on trouve le méme résultat que si on commencait avec le
vecteur B, on aurait le produit vectoriel de B avec le suivant qui est C, produit
scalaire avec le suivant, si il se trouve sur un cercle, qui est alors le premier. On
aurait encore le méme résultat que si on commencait avec le troisieme produit
vectoriel avec le suivant qui est le premier, produit vectoriel avec celui d'aprés qui
est le deuxiéme. D'accord ? Pourquoi ? Parce qu'il y a une signification géométrique
la-derriére. produit vectoriel de A avec B, ¢a donne quoi ? Ca donne un vecteur qui
est orthogonal au plan généré par les deux premiers vecteurs dont l'orientation est
donnée par la régle de la main droite. D'accord ? Ce vecteur a une longueur,
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1.3.5 Identité vectorielle

@ Double produit vectoriel : produi

. est obtenu par produit vectoriel de
deux vecteurs dont |'un est obtenu P

rs. ax(bhxe)= (II_- (byes — bary )

- Ilrrr:I_lll.-e'-u, ".l|r.::

(1.39) ; {. (Bacy — byea)

@ Vecteur : antisymétrique par perm

la-clb=(a-b) e
I

‘| VLT + dare + IJ:._I":I'I.I| |||.J_‘I'.l|-'

i

(1.40)
l-) <yt fﬁqb;' 'ﬂ'u'MJ'*:: J v t (@1c) + feer + agcy) be — (@b

f [ [y + Qaeg + ager) by | g dny

(1.41) o ldentité vectorielle

1 Ensda

une norme qui correspond au parallélogramme engendré par les deux premiers notes
vecteurs. Vous faites le produit scalaire avec un troisieme vecteur qui est non
complamé, ce que vous allez essentiellement obtenir c'est un scalaire. Et si vous
les avez pris dans le bon sens, ce scalaire va représenter le volume du prisme
engendré par les trois vecteurs. D'accord ? Et donc, si au lieu de commencer par le
premier, vous commencez par le deuxiéme, si vous le prenez dans le bon sens,
vous calculez le méme volume trois fois. D'accord ? D'ou l'invariance par
permutation cyclique de ces vecteurs. Si maintenant vous décidez de remplacer ¢
soit par A soit par B d'accord ? Le résultat sera nul pour quoi ? Parce que le
troisieme vecteur du prisme, vous l'avez placé dans le plan qui contient les deux
premiers, donc vous avez un prisme de volume nul, tout simplement. Puis,
algébricement, le produit vecteuriel de A avec B est orthogonal au plan généré par
A et par B, donc le produit scalaire est nul. D'accord ? Alors, pour ceux que ¢a
intéresse, je vais vous lancer un défi pour trois heures. Si vous connaissez bien le
produit vecteuriel qui I'a plus surprise pour vous, je vous propose de me donner une
formule qui permet de trouver le produit vecteuriel de deux vecteurs en deux
dimensions et en quatre dimensions. Vous l'avez obtenu en trois dimensions.
D'accord ? Qu'est-ce que ¢a donnerait en deux et qu'est-ce que ¢a donnerait en
guatre dimensions ? Et puis on en rediscutera a la fin du cours, a quatre heures.
D'accord ? C'est un petit challenge, intéressant. Voila, il reste encore derniére
chose a faire que j'aimerais rapidement faire avec vous avant de prendre la pause.
C'est une identité vectorielle qui est essentielle pour la suite. On ne va pas écrire
tout le développement parce que c'est treés long a faire. Si vous avez trois
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1.3.5 Identité vectorielle

@ Double produit vectoriel : produi
est obtenu par produit vectoriel de

deus vecteurs dont |'un est obtenu
rs. ax(bhxe)= (II_- (byes — bary )

- Ilrrr:I_lll.-e'-u, ".l|r.::

(1.39) + (a1 (Baer — bes)
@ Vecteur : antisymétrique par perm
Jbh—(a-b) e
(1.40) ( (aver + azer + ages) by — (@rby
l-) <yt f‘-ﬁb‘t—' 'ﬂubﬂl}ﬁ‘ J + {-. (g + Geer 4 dacy ) bs — (a8
{EHIJ-I: i [ (ayey + ages + ager) by — (a1l

o (1.41)

@ ldentité vectorielle :

1 Ensda

vecteurs et que vous prenez le produit vecteuriel du produit vecteuriel, donc le notes
produit vecteuriel de A avec le vecteur obtenu par produit vecteuriel de B de C,
vous appliquez la définition du produit vecteuriel de maniere iterative deux fois et
vous tombez sur ces termes-la. Bon, qu'est-ce qu'on voit en regardant ce produit ?
Ce produit, il est orthogonal a A, trés bien. Donc forcément, ¢a va étre une
combinaison linéaire de B et de C. D'accord ? Qui plus est, les facteurs qui
multiplient B et C doivent étre des scalaires liés aux autres vecteurs, d'accord, soit
A, C et A et B respectivement. Du a l'antissimétrie qui est cachée dans le produit
vecteuriel de B et de C, vous avez une fois avoir un C, une plus, une fois un C de
moins et vous voyez que si vous le calculer de cette maniére, vous allez avoir en
appliguant la définition une série de termes qui vont apparaitre. En réalité, vous
allez vous retrouver avec trois fois six termes, donc vous avez 18 termes et les
termes complétement symétriques se simplifient, il reste des autres termes qu'on
retrouve ici et donc on voit immédiatement que le produit vectoriel de A avec le
vecteur obtenu par produit vectoriel de B et de C, c'est égal au produit scalaire de A
avec C fois B, moins le produit scalaire de A avec B fois C et C, cet résultat-la sera
d'une importance absolument vitale dans I'étude des rotations au sens général
gu'on va retrouver dans le cadre du modéle du point matériel du sol inindiformable.
Sur ¢a, je vous souhaite un excellent appétit, d'accord et on va se retrouver a trois
heures pour la suite, c'est-a-dire les applications de cette partie mathématique.
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